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ìåòîäà Äåíòîíà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ìè-
íèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ

(1)

ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå ðàâåíñòâ
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ãäå w
t
 ≥ 0, t = 1÷T - ýêçîãåííî çàäàâàåìûå âåñîâûå êî-

ýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå äèíàìèêó èíôîðìàöèîí-
íîé «öåííîñòè» ñëàãàåìûõ öåëåâîé ôóíêöèè (1).

Âçâåøåííûé ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåòîä Äåíòîíà ñ
öåëåâîé ôóíêöèåé (1) îðèåíòèðîâàí íà ïîñòðîåíèå âðå-
ìåííîãî ðÿäà X, êîòîðûé êàê ìîæíî áîëåå òî÷íî - íà-
ñêîëüêî ýòî ïîçâîëÿþò îïîðíûå îãðàíè÷åíèÿ (2) - âîñ-
ïðîèçâîäèò îñîáåííîñòè äèíàìèêè èíäèêàòîðà I, âêëþ-
÷àÿ òðåíä-öèêëè÷åñêèå, ñåçîííûå è êàëåíäàðíûå ýôôåê-
òû, ïðè t = 1÷T íà êâàçèïðîïîðöèîíàëüíîé îñíîâå. Ñëå-
äóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ïðîöåññå áåí÷ìàðêèíãà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîäîáíûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ îáðàáîòêà
âíîâü ïîñòóïèâøèõ äàííûõ çà ãîä K+1 (èëè ïåðåñìîò-
ðåííûõ äàííûõ çà ãîä K) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì â ðàñ-
÷åòíîé äèíàìèêå ðÿäà  X çà âñå ïðåäûäóùèå ãîäû. Áî-
ëåå òîãî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ðàñ÷åòíàÿ äèíàìèêà ðÿäà
X â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè çàâèñèò òàêæå îò âûáîðà íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà, âûðàæàåìîãî îòíîøå-
íèåì X

0
 / I

0
 â ñèòóàöèè, êîãäà çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ-èíäè-

êàòîðà ïðè t = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ

ðåêóðñèâíîé áàçû ïðîïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà,
ïðåîáðàçóåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó áåí÷ìàðêèíãà (1)
è (2) ê áîëåå óäîáíîìó àíàëèòè÷åñêîìó âèäó. Ïîëîæèì

         X
t
 = It(1 + x

t
),   t = 1÷T, (3)

ãäå x
t
 , t = 1÷T - íåèçâåñòíûå áåçðàçìåðíûå ìíîæè-

òåëè, è ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â ìàòðè÷íîé çàïèñè
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Ñåìåéñòâî ìåòîäîâ Äåíòîíà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
ìåæäóíàðîäíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå äëÿ óâÿçêè
êðàòêîñðî÷íûõ (êâàðòàëüíûõ, ìåñÿ÷íûõ) îöåíîê ñ ãî-
äîâûìè îïîðíûìè îöåíêàìè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé. Ïðîöåññ ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ ñ âûñîêîé ïå-
ðèîäè÷íîñòüþ è áîëåå äîñòîâåðíûõ è íàäåæíûõ ãîäî-
âûõ îöåíîê â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü
áåí÷ìàðêèíãîì. Ìåòîäû áåí÷ìàðêèíãà, â ÷àñòíîñòè,
ñëóæàò ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì êîððåêòèðîâêè êâàðòàëü-
íûõ íàöèîíàëüíûõ ñ÷åòîâ. Ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåòîä
Äåíòîíà è åãî ìîäèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà òàê íàçûâà-
åìîì ïðèíöèïå ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ (movement
preservation principle) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, îáëàäàþò ðÿäîì ñóùåñòâåííûõ ïðåèìó-
ùåñòâ (êàê ñîäåðæàòåëüíûõ, òàê è òåõíè÷åñêèõ) ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ àëüòåðíàòèâíûìè ïîäõîäàìè ê âûïîëíåíèþ ïðî-
öåäóð áåí÷ìàðêèíãà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ ïîòî-
êîâîãî òèïà [1, par. 6.À1.3, 6.À1.7]. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïî-
ñâÿùåíà èçó÷åíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîïîðöèî-
íàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà íà ôîíå âû÷èñëèòåëüíûõ àñ-
ïåêòîâ åãî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ðÿäà
ðàçëè÷íîé äëèíû, çàïèñàííûå â âåêòîðíîé ôîðìå: âåê-
òîð-ñòîëáåö I ðàçìåðíîñòè T×1 ïðåäâàðèòåëüíûõ âíóò-
ðèãîäîâûõ îöåíîê ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ I

t

(ðÿä çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ-èíäèêàòîðà â òåðìèíîëîãèè
ðóêîâîäñòâà [1]) è âåêòîð-ñòîëáåö A ðàçìåðíîñòè K×1
îïîðíûõ (áîëåå äîñòîâåðíûõ è íàäåæíûõ) ãîäîâûõ îöå-
íîê òîãî æå ïîêàçàòåëÿ A

k
, t = 1÷T, k = 1÷K, ãäå ñèìâîë

«÷» ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè äèàïàçîíà èç-
ìåíåíèÿ èíäåêñà îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîáåãàåò âñå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ â óêàçàííîì äè-
àïàçîíå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîäîâûå ñóììû îöåíîê I

t

äëÿ âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ëåò èç ïåðèîäà íàáëþäåíèé íå
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãîäîâûìè îöåíêàìè.

Â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè îãðàíè÷èìñÿ «êëàññè÷åñêèì»
ñëó÷àåì áåí÷ìàðêèíãà ðåòðîñïåêòèâíîãî ðÿäà I, òî åñòü
ïðèìåì T = nK, ãäå n - ÷èñëî øàãîâûõ ïåðèîäîâ ðÿäà â
ãîäó (÷åòûðå äëÿ êâàðòàëüíûõ ðÿäîâ, 12 - äëÿ ìåñÿ÷íûõ
è ò. ï.). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè
T×1 èñêîìûõ çíà÷åíèé âíóòðèãîäîâûõ îöåíîê ïîêàçàòå-
ëÿ X

t
, àääèòèâíî óâÿçàííûõ ñ îïîðíûìè ãîäîâûìè îöåí-

êàìè A. Ñëåäóÿ [1, par. 6.À1.14], ðàññìîòðèì ìîäèôè-
öèðîâàííóþ âçâåøåííóþ âåðñèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî
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Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

X = I + Ix, ãäå íàäñòðî÷íûì ñèìâîëîì «~» îáîçíà÷åíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà â äè-
àãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Êðîìå òîãî, ðàñøèðèì äåéñòâèå
ôîðìóëû (3) íà áàçîâûé ïåðèîä t = 0, òî åñòü áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî X

0
/I

0
 = 1 + x

0
. Ââåäåííîå ìàòðè÷íîå óðàâ-

íåíèå çàìåíû íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è áåí÷ìàð-
êèíãà (1) è (2), ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàåò èõ ìàñ-
øòàáèðîâàíèå, à ñ äðóãîé - óïðîùàåò äàëüíåéøèé àíà-
ëèç êðèòåðèàëüíûõ îñíîâ áåí÷ìàðêèíãà èñõîäíîãî ðÿäà
â ñîîòâåòñòâèè ñ îïîðíûìè ãîäîâûìè îöåíêàìè.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûé âåêòîð ïåðåìåííûõ x è ñèì-
âîë «øòðèõ» äëÿ îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö,
ïðåîáðàçóåì êâàäðàòè÷íóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ (1) ê
ñëåäóþùåìó âèäó:

(4)

ãäå W - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ýêçîãåííûõ âåñîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîðÿäêà T; ∆

1
 - íåâûðîæäåííàÿ (óíèìîäó-

ëÿðíàÿ) ëåâàÿ äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà ïåð-
âûõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ðÿäà ïîðÿäêà T ñ åäèíè÷íîé ãëàâ-
íîé äèàãîíàëüþ, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

 1   ïðè i = j,            j = 1÷T;
-1   ïðè i = j + 1,    j = 1÷(T�1);
 0 - â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (4) ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ
äâèæåíèÿ, ñîñòàâëÿþùåãî ëîãè÷åñêóþ îñíîâó ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà. Èäåàëüíûì âîïëî-
ùåíèåì ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ, î÷åâèäíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ óìíîæåíèå âñåõ çíà÷åíèé ðÿäà ïîêàçàòåëÿ-èí-
äèêàòîðà I íà îáùóþ ñêàëÿðíóþ êîíñòàíòó (1 + x)I = X,
êîòîðîå, ê ñîæàëåíèþ, íå îáåñïå÷èâàåò ïîëíóþ óâÿç-
êó âíóòðèãîäîâûõ è ãîäîâûõ îïîðíûõ îöåíîê. Äèô-
ôåðåíöèàöèÿ êîíñòàíòû 1 + x ïî ãîäàì ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïåðèîäà k = 1÷K, òî åñòü ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (pro rata distribution),
ïîìîãàåò óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê, îäíàêî â ðÿäå
ñëó÷àåâ ïîðîæäàåò òàê íàçûâàåìóþ ïðîáëåìó ñêà÷êà
(step problem) ïðè ïåðåõîäå îò ãîäà k ê ãîäó k + 1 [1,
åxample 6.1].

Â ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè âïîëíå åñòåñòâåííîé àëü-
òåðíàòèâîé ïîñòîÿííîé è ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèÿì ìîæåò
ñëóæèòü ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé òèïà (4),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãèáêîé, ÷òîáû óâÿçàòü âíóò-
ðèãîäîâûå îöåíêè ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñ
ãîäîâûìè, è â òî æå âðåìÿ ââèäó ñâîåé «ãëàäêîñòè» íå
ïîðîæäàåò íåîïðàâäàííûõ ñêà÷êîâ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ìèíèìèçèðóåìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ âàðèàöèÿ (4) ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî îò âå-
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ëè÷èíû øàãîâîãî èíòåðâàëà [t, t+1], ñîâïàäàåò ñ âçâå-
øåííîé ñóììîé êâàäðàòîâ äëèí âñåõ çâåíüåâ ëîìàíîé
ëèíèè, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùåé óðîâíè ðàñ÷åò-
íîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà x = {x

t
, t = 1÷T}.

Äàëåå, öåëåâóþ ôóíêöèþ (1) ìîæíî òàêæå ïðåäñòà-
âèòü â àëüòåðíàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

(5)

ãäå W
1
 - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà T-1 ýêçîãåííûõ

âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ w
t
, t = 2÷T; ∆ - ïðÿìîóãîëüíàÿ äâóõ-

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà ïåðâûõ êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé ðÿäà ðàçìåðíîñòè (T�1)×T ñ ýëåìåíòàìè

-1   ïðè i = j,       j = 1÷(T-1);

 1   ïðè i = j � 1,    j = 2÷T;

 0 - â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

×òîáû çàïèñàòü â íîâûõ ïåðåìåííûõ óñëîâèå óâÿç-
êè âíóòðèãîäîâûõ è îïîðíûõ ãîäîâûõ îöåíîê (2), ââå-
äåì â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó S ðàçìåð-
íîñòè K×T ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ãîäîâîãî ïîøàãîâîãî
ñóììèðîâàíèÿ ñ ýëåìåíòàìè

(S)
kt
 =

     1  ïðè t = (nk�n+1)÷nk,  k = 1÷K;

              0 - â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà (2) ïðèíèìàåò âèä SX = A èëè ñ ó÷åòîì ìàò-
ðè÷íîé çàïèñè (3)

SIx = A � SI. (6)

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ â
çàäà÷å (1), (2) è âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíè-
êàåò ñëåäóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à áåí÷ìàðêèí-
ãà äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà I: ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ
ôóíêöèþ (4) èëè (5) ïðè âåêòîðíîì ëèíåéíîì îãðàíè-
÷åíèè (6).

Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñïî-
ñîáà âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà - îòíî-
øåíèÿ X

0
/I

0
 = 1 + x

0
. Â îðèãèíàëüíîì âàðèàíòå ñâîåãî

ìåòîäà Ô. Äåíòîí ïîñòóëèðîâàë, ÷òî òî÷êà t = 0 ðàñïî-
ëàãàåòñÿ âíå ïåðèîäà áåí÷ìàðêèíãîâîé êîððåêòèðîâêè
èñõîäíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà I è ïîýòîìó ìîæíî ïîëî-
æèòü X

0
 = I

0
, îòêóäà x

0
 = 0 [2]. Íåñêîëüêî ïîçæå Ï. Øî-

ëåò, îäèí èç àâòîðîâ ìîíîãðàôèè [3], íà ïîëóýìïèðè÷åñ-
êîé îñíîâå ïîêàçàë, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ Äåí-
òîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, âëå÷åò çà ñîáîé íàðóøåíèå ïðèí-
öèïà ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ â íà÷àëå ïåðèîäà êîððåêòè-
ðîâêè ðÿäà è ïðåäëîæèë çàìåíèòü åãî íà X

0
/I

0
 = X

1
/I

1
,

òî åñòü x
0
 = x

1
. Âïîñëåäñòâèè ýòà òî÷êà çðåíèÿ ïîëó÷è-

ëà øèðîêîå ïðèçíàíèå è íàøëà îòðàæåíèå â àâòîðèòåò-
íîì ìåæäóíàðîäíîì ðóêîâîäñòâå [1].

(∆)
ij 

=

,2);( 2
01011

2
1110 xwxxwxwxWxxxdW +−+∆∆′′=

 

(∆
1
)

ij 
=

~

~
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Âìåñòå ñ òåì ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíî-
ñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà â ôîðìå x

0
 = x

1

ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè d

W
(x; x

0
),

â êîòîðîé íà÷àëüíûé ïàðàìåòð x
0
 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ (6). Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ôîð-
ìå (4) ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðèîáðåòàåò
ñëåäóþùèé âèä:

ãäå µ - âåêòîðíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, àññîöèèðîâàí-
íûé ñ îãðàíè÷åíèåì (6).

Âû÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå L
d
 (x; µ, x

0
) ïî âåê-

òîðàì x, µ è ñêàëÿðó x
0
 è ïðèðàâíÿâ èõ íóëþ, ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó T+K+1 ëèíåéíûõ (íîðìàëüíûõ)
óðàâíåíèé:

ãäå u - âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè T×1 ñ ïåðâîé êîì-
ïîíåíòîé, ðàâíîé 1, è îñòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè, ðàâíû-
ìè íóëþ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íà÷àëüíîå
óñëîâèå áåí÷ìàðêèíãà x

0
 = x

1
 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç

òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7).
Âàðèàíòû çàïèñè öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è áåí÷ìàð-

êèíãà (4) è (5) ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x
0
 = 0:

à ïðè óñëîâèè x
0
 = x

1
:

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò ðàç-
ëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè ñïîñîáàìè âû-
áîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà. Åñëè öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ (9) âûðàæàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîí-
ñòàíòû) âçâåøåííóþ ñóììó êâàäðàòîâ äëèí âñåõ çâå-
íüåâ ëîìàíîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíûå
óðîâíè ðàñ÷åòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà îò x

1
 äî x

T
 , òî

( )∑
=

−−=∆∆′′=

=−∆∆ ′′==
T

t

ttt

W

xxwxWx

xwxWxxxxd

2

2
11

2
111110 )(

( ) ,

)0(

2

2
1

2
11

2
111

110

∑
=

−−+=+∆∆′′=

=∆∆′′==
T

t

ttt

W

xxwxwxwxWx

xWxxxd

 

(8) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå êâàäðàòè÷íîå ïî x
1
 ñëà-

ãàåìîå, êîòîðîå òàêæå ïîäëåæèò ìèíèìèçàöèè â ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è áåí÷ìàðêèíãà äèíàìè÷åñêîãî
ðÿäà I. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðè t = 1 íà-
áëþäàåìàÿ íåâÿçêà ãîäîâîé ñóììû è ñóììû âíóòðèãî-
äîâûõ îöåíîê

                         
∑

=

−=
n

t

t
IA

1
11δ

îòíîñèòåëüíî âåëèêà, èìååò ìåñòî ëîæíîå ñìåùåíèå
îöåíêè x

1
 â ñòîðîíó íóëÿ (spurious movement [3]) ñ çà-

òóõàþùèì ðåêóððåíòíûì íàðóøåíèåì ïðèíöèïà ñîõðà-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè t = 2, 3, ... , T.

Âûïîëíåííûé âûøå ðàçäåëüíûé àíàëèç äâóõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé áåí÷ìàðêèíãà ïðèâîäèò ê èäåå ïî-
èñêà îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îáúåäèíÿþ-
ùåãî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ ðåêóðñèâíîé
áàçû ïðîïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà. Äëÿ ýòîãî
òðåáóåòñÿ íàéòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåê-
òîðîâ x*(x

0
), äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì öåëåâîé ôóíê-

öèè (4) èëè (5) ñ ó÷åòîì âåêòîðíîãî ëèíåéíîãî îãðà-
íè÷åíèÿ (6) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ñêàëÿðíîãî ïàðà-
ìåòðà x

0
.

Çäåñü ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â
ïðàâîé ÷àñòè (4) íå âûðîæäåíà, òàê êàê åå ñèììåò-
ðè÷íàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ∆′

1
W∆

1
 ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå òðåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà T, è, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëè-
ðîâêà (4), (6) ìîæåò ñëóæèòü èñõîäíîé áàçîé äëÿ ïî-
èñêà îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîí-
íîé çàäà÷è áåí÷ìàðêèíãà. Íàïðîòèâ, ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ∆′W

1
∆ ïîðÿäêà T â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ

(5) â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì Ñèëü-
âåñòðà èìååò íåïîëíûé ðàíã, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì ïðÿìîóãîëüíîé ðàíãà T�1, êâàäðàòíîé íå-
âûðîæäåííîé è äðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèö ðàíãà
T�1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü íå-
èçâåñòíîé âåêòîðíîé ïåðåìåííîé x â çàäà÷å óñëîâíîé
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (5) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò
íàëè÷èÿ îïîðíûõ îãðàíè÷åíèé (6), à ïðîöåññ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îáðàùåíèþ ïîëíîðàçìåð-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîðÿäêà T+K = (1 + n) K.

Èòàê, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (4) ïðè
îãðàíè÷åíèè (6) ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé
èíòåðåñ, íî è îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé â âû÷èñëèòåëüíîì
îòíîøåíèè, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî íèæå, ñèñòåìà
ïåðâûõ äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7) äîïóñêàåò ðåøå-
íèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(7) â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ∆′

1
W∆

1
 ïîçâîëÿ-

åò âûðàçèòü èñêîìûé âåêòîð x ÷åðåç âåêòîðíûé ìíîæè-
òåëü Ëàãðàíæà µ è ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð x

0
 â âèäå:

( ) ,2
~

),;( 2
01011110 xwxxwASIxISxWxxxLd +−−+′−∆∆′′= µµ

,2
~

2 0111 uxwSIxW =′−∆∆′ µ ,0
~ =−+ ASIxIS  

,022 0111 =+− xwxw

( ) ( ) .
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2
1 1

1101
1

11 uWxwSIWx
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñ-
òåìû (7) è ïðîâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, âû÷èñ-
ëèì ëèíåéíóþ îöåíêó âåêòîðà µ:

.

Îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè (4) ïðè îïîðíîì îãðàíè÷åíèè (6),
çàâèñÿùåå îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà x

0
:

, (10)

 ãäå D = ∆
1

,
W∆

1
 F = SI - ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåð-

íîñòè K×T; M = FD-1F ′ - êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà K è,
íàêîíåö, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè ôèãóðèðóþò äâå îáðàòíûå
ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû - D�1 ïîðÿäêà T è M�1 ïîðÿäêà
K. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ìàòðèöà D ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ òðåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà
T, îòêóäà

D-1 = ∆
1

-1,
W -1(∆

1

,
)-1. (11)

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ
ëåâîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ∆

1
 ÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûìè íåíóëåâûìè ýëå-
ìåíòàìè. Â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè ðàññìîòðèì ñëó-
÷àè T = 2 è T = 3:

 êîòîðûå ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äàëåå,
ïóñòü ∆

1
′(T) - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà T

ñ åäèíè÷íûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà øàãà èíäóêöèè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì îêàé-
ìëåíèÿ, êîòîðûé îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè îáðàùå-
íèè òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Çàïèøåì îêàéìëåííóþ ìàò-
ðèöó ∆

1
 â âèäå ðåêóððåíòíîãî (ïî ïîðÿäêó T) ñîîòíî-

øåíèÿ

 

Ïîñêîëüêó ∆
1
(T), ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå âûðîæäåíà, ñ

ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû ìåòîäà îêàéìëåíèÿ ïîëó-
÷àåì íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó:

ñ åäèíè÷íûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ ïðàâîé äâóõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû ∆

1
′, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ îá-
ðàòíûõ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

[ ∆
1

-1(∆
1
′)-1]

ij
 = min{i, j}.    i =1÷T, j = 1÷T.       (12)

Íàêîíåö, îáðàòíîé ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå âåñîâûõ
êîýôôèöèåíòîâ W ïîðÿäêà T ñëóæèò äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1/w

t
 , t = 1÷T. Íà îñíîâå óñòàíîâ-

ëåííûõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé
÷àñòè (11) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ îáðàòíàÿ
ìàòðèöà D�1 èìååò íèñõîäÿùóþ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè
õàðàêòåðíóþ «óãîëêîâóþ» ñòðóêòóðó ñ ýëåìåíòàìè

                                 ,  i =1÷T, j = 1÷T.         (13)

Îíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì T êóìóëÿòèâ-
íûõ ñóìì îáðàòíûõ âåëè÷èí âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
1/w

t
, t = 1÷T. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà (12) ïîëó÷àåòñÿ èç

D-1 ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè îäíîâðåìåííîì óñòðåì-
ëåíèè âñåõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ w

t
 ê åäèíèöå, òî

åñòü ïðè W→E.
Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå îáùåãî àíàëèòè÷åñêî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áåí÷ìàðêèíãà (4), (6) ïî îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ôîðìóëå (10) íå òðåáóåò òðóäîåìêèõ
ðàñ÷åòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû D�1 ïîðÿäêà T = nK è ñâî-
äèòñÿ ëèøü ê îáðàùåíèþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû M
ïîðÿäêà K â îòëè÷èå îò çàäà÷è (5), (6), ðåøåíèå êîòî-
ðîé, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñîïðÿæåíî ñ îáðàùåíèåì
ìàòðèöû ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà
T+K = (1 + n)K. Êðîìå òîãî, ôîðìóëà (13) ïîçâîëÿåò
óïðîñòèòü ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (10), ïîñêîëüêó

ãäå e - âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè T×1, âñå êîìïîíåí-
òû êîòîðîãî ðàâíû 1.

Â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (10) ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä:

             . (14)

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè è îñîáåííîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (14) ïðè ðàç-

( )[ ] ( )[ ]uWISxwSIASIWIS
1

1101

11
11

~~~
2 ---

DD¢--×¢DD¢=m

( ) ( ) ( ) uDFMFDExwSIAMFDxx 111
01

11
0

----- ¢-+-¢=*

 

1 0 1 0 1 0 
 =D×D

- )2()2( 1
11  

�1 1 
´

 

1 1 
= 

0 1 
 = E; 

 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 

�1 1 0 1 1 0 0 1 0 

 

=D×D
- )3()3( 1
11  

 0 �1 1 
´ 

1 1 1 

= 

0 0 1 
 = E, 

 

 

 

)(1 TD  (0, 0, ... , 0, 0)' 
 =+D )1(1 T  

(0, 0, ... , 0, �1) 1 
. 

 

 

 

)(1
1 T-

D  (0, 0, ... , 0, 0)' 
 =+D

- )1(1
1 T  

(1, 1, ... , 1, 1) 1 

 

 

( ) å=
=

-
},{min

1

1 1ji

t t

ij
w

D

,
1

1

1
e

w
uD =

- ,
1~11

111

1 SI
w

eIS
w

Fe
w

uFD ===
-

( ) ( ) ( )SIMFDexSIAMFDxx 11
0

11
0

---- ¢-+-¢=*

~



    Âîïðîñû ñòàòèñòèêè, 7/201270

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå u′q ≠ 1 â
õîäå âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðàíñôîðìèðîâà-
ëîñü â íåðàâåíñòâî I′S′M-1SI≠0, íå ÿâëÿþùååñÿ îãðà-
íè÷èòåëüíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

 Èòàê, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (14) ïðè âûáîðå íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ x

0
 = x

1
 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

 (17)

                                                              .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ðàñ÷åòíûé äè-
íàìè÷åñêèé ðÿä x* êàê ñóììó ëèíåéíîé ôîðìû âåêòî-
ðà A - SI è âòîðîãî âåêòîðíîãî ñëàãàåìîãî, ÷èñëîâîé
êîýôôèöèåíò ïðè êîòîðîì ëèíåéíî çàâèñèò îò âåêòîðà
èñõîäíûõ íåâÿçîê âíóòðèãîäîâûõ è îïîðíûõ ãîäîâûõ
îöåíîê, òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à áåí÷ìàðêèíãà
(4), (6) àíàëîãè÷íî âàðèàíòó (15) èìååò íóëåâîå ðåøå-
íèå ïðè A = SI. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå íà÷àëüíîå
óñëîâèå áåí÷ìàðêèíãà òàêæå îáåñïå÷èâàåò èäåìïîòåí-
òíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà.

Çäåñü èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëó (14) ïðè
óñëîâèè x

0
 = x

1
 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü åùå è êàê ðå-

êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîñëåäîâàòåëü-
íûå ïðèáëèæåíèÿ èñêîìîãî âåêòîðà x* è åãî ïåðâîé
êîìïîíåíòû:

(18)

ãäå m - íîìåð èòåðàöèè.

Ïðèíÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îðèãè-
íàëüíîå ïðåäïîëîæåíèå Äåíòîíà, òî åñòü ïîëîæèâ
x

0
*(0) = 0,  ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

x*(1) = p,    x*(2) = p + p
1
q,   x*(3) = p + p

1
(1 + q

1
)q,

x*(4) = p + p
1
(1 + q

1
 + q

1
2)q, ... .

Åñëè ïåðâàÿ êîìïîíåíòà u′q âåêòîðà q ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, òî ãåîìåòðè÷åñ-
êàÿ ïðîãðåññèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñõîäèòñÿ, è â ïðåäå-
ëå ïðè m → ∞ èìååì

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (16). Ñëåäîâà-
òåëüíî, óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
(18) è ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ (17) ýêâèâàëåíòíû.

ëè÷íûõ âàðèàíòàõ âûáîðà ðåêóðñèâíîé áàçû ïðîïîðöèî-
íàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà. Íàèáîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå
îíî ïðèîáðåòàåò â óñëîâèÿõ îðèãèíàëüíîãî ïîñòóëàòà
Äåíòîíà:

 
, 

(15)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åòíûé äèíàìè-
÷åñêèé ðÿä x* ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé âåêòîðà èñ-
õîäíûõ íåâÿçîê âíóòðèãîäîâûõ è îïîðíûõ ãîäîâûõ
îöåíîê A � SI, à ïðè A = SI îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à
áåí÷ìàðêèíãà (4), (6) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, âûáîð íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà â
âèäå x

0
 = 0 îáåñïå÷èâàåò èäåìïîòåíòíîñòü ïðîïîðöèî-

íàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà, êîòîðàÿ ñëóæèò âàæíûì êîñ-
âåííûì ïðèçíàêîì êîððåêòíîñòè ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ
ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Ñ èíêîðïîðèðîâàíèåì â îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå (14) îïòèìàëüíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x

0
 = x

1

äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó åãî íåïîñ-
ðåäñòâåííûé ó÷åò íåâîçìîæåí. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (14)
íà âåêòîð-ñòðîêó u′, ïîëó÷èì

ãäå âåêòîðû p è q ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðàâîé
÷àñòè (14). Òàê êàê ïåðâàÿ êîìïîíåíòà äèíàìè÷åñêîãî
ðÿäà x* äîëæíà ñîâïàäàòü ñ x

0
 ïî óñëîâèþ, âîçíèêàåò

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîé íåèçâåñòíîé x
0
, ðå-

øåíèå êîòîðîãî ïðè u′q ≠ 1 çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

ïîñëå ÷åãî âûðàæåíèå (14) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

(16)

Âûïîëíèâ (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàòðèöà D�1 - ñèììåò-
ðè÷íàÿ) íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

                                                                      ;

îêîí÷àòåëüíî èìååì
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Åñòåñòâåííûì ëîãè÷åñêèì ðàçâèòèåì èäåè àíàëèòè-
÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷ìàðêèíãà â ðàìêàõ ïðîïîðöèî-
íàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîå èñïîëü-
çîâàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (14) è îáîá-
ùåííîãî «òåõíè÷åñêîãî» òðåáîâàíèÿ x0 = a, ãäå a - íå-
êîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Íà ïåðâûé âçãëÿä êà-
æåòñÿ, ÷òî ýòî íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû - äîñòàòî÷íî
ëèøü ïîäñòàâèòü ôîðìóëó x0 = a â àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå (14). Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå a ≠ 0
îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à áåí÷ìàðêèíãà (4), (6) ïðè
A = SI èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó âòîðîå
ñëàãàåìîå â (14) â îòëè÷èå îò ïåðâîãî íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ áåí÷-
ìàðêèíãà â îáîáùåííîé ôîðìå x0 = a âëå÷åò çà ñîáîé
óòðàòó ñâîéñòâà èäåìïîòåíòíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ìåòîäà Äåíòîíà (õîòÿ, êàê ïîêàçàíî íèæå, ýòîò âûâîä
ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ îäíîýòàïíûõ âåðñèé åãî àâòî-
íîìíîé ðåàëèçàöèè).

Òåì íå ìåíåå íà îñíîâå ñîïîñòàâëåíèÿ îáùåãî (14)
è ÷àñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé (15) è (17) íåòðóäíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî èäåìïîòåíòíîñòü àëãîðèò-
ìà áåí÷ìàðêèíãà ïî ìåòîäó Äåíòîíà, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëþáóþ ôóíêöèþ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà A - SI, ïðè-
íèìàþùóþ íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè A = SI. Ìíîãîîáðà-
çèå ïîäîáíûõ ôóíêöèé, ðàçóìååòñÿ, âåñüìà îáøèðíî,
íî â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ëèøü ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì x0 = α′(A � SI), ãäå
α - íåêîòîðûé çàðàíåå ñïåöèôèöèðîâàííûé âåêòîð-
ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè K×1. Òîãäà àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå (14) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

          (19)
                                                          .

Ôîðìóëà (19) î÷åð÷èâàåò øèðîêèé êëàññ ñïîñîáîâ
ôîðìèðîâàíèÿ ðåêóðñèâíîé áàçû ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ìåòîäà Äåíòîíà. Òàê, åñëè âåêòîð α ëåæèò â ãèïåðïëîñ-
êîñòè K-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó
A � SI, òî x0 = 0, è (19) ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòíîå ðåøåíèå
(15), ñîîòâåòñòâóþùåå îðèãèíàëüíîìó ïîñòóëàòó Äåí-
òîíà. Äàëåå, ïîëîæèâ â (19) α=(I�S′M-1SI)-1M-1SI, ïîëó-
÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå (17), àññîöèèðîâàííîå ñ îïòèìàëü-
íûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì áåí÷ìàðêèíãà. Äðóãèå âàðè-
àíòû ñïåöèôèêàöèè âåêòîðà α ïîðîæäàþò ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ãèáêîé ðåàëèçàöèè ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà ïðè ñîáëþäåíèè òðåáî-
âàíèÿ åãî èäåìïîòåíòíîñòè, êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, âïîë-
íå çàñëóæèâàþò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Çàäà÷à áåí÷ìàðêèíãà ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ðÿäà I
íà òåìïîðàëüíîì èíòåðâàëå t = 1÷T â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïîðíûìè ãîäîâûìè îöåíêàìè A ðàññìàòðèâàëàñü
âûøå â àâòîíîìíîé ïîñòàíîâêå, áåç ó÷åòà âíåøíèõ ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ àñïåêòîâ. Ìåæäó òåì çíà÷è-

òåëüíûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëå-
ìà ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðèãîäîâûõ îöåíîê ìàêðîýêîíî-
ìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñ îïîðíûìè îöåíêàìè â óñëî-
âèÿõ èõ ðåãóëÿðíûõ ïåðåñìîòðîâ ïðè t = T, T�1, 
T�2,..., îñóùåñòâëÿåìûõ óïîëíîìî÷åííûìè ñòàòèñòè-
÷åñêèìè èíñòèòóòàìè, à òàêæå ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ
íîâûõ äàííûõ äëÿ ïåðèîäîâ t = T+1, T+2, T+3, ... .
Îñíîâíîé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ èçìå-
íåíèÿìè â äèíàìè÷åñêèõ ðÿäàõ I è A, çàêëþ÷àåòñÿ â
âûáîðå ãîðèçîíòà ðàñ÷åòîâ àêòóàëèçèðîâàííîé äèíà-
ìèêè ðÿäà X.

Åñëè áåí÷ìàðêèíã îáíîâëåííûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñ-
êèõ äàííûõ ïðîâîäèòü äëÿ âñåãî ïåðèîäà èìåþùèõñÿ
íàáëþäåíèé t = 1÷θ, θ ≥ T, òî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
÷àñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (17) ñ îïòèìàëüíûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = x1. Îäíàêî ïðè ýòîì îïðåäå-
ëåííûì èçìåíåíèÿì ïîäâåðãíóòñÿ âñå ÷ëåíû ðàñ÷åò-
íîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà X, ÷òî íà ïðàêòèêå èíîãäà ìî-
æåò áûòü ðàñöåíåíî êàê ÿâëåíèå íåæåëàòåëüíîå.

Òîãäà ëîãè÷íî ïðîâåñòè äèõîòîìèþ ïåðèîäà íàáëþ-
äåíèé ïî ïðèçíàêó îòñóòñòâèÿ/íàëè÷èÿ èçìåíåíèé â ìàê-
ðîýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ, òî åñòü âûáðàòü ãðàíè÷íóþ
òî÷êó t = τ ≤ T, ðàçäåëÿþùóþ äâà óêàçàííûõ ïîäïåðè-
îäà. Äëÿ ïîäïåðèîäà t = 1÷τ ñëåäóåò ñîõðàíèòü âñå
èñõîäíûå äàííûå è ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áåí÷-
ìàðêèíãà, à äëÿ ïîäïåðèîäà t = (τ+1)÷θ - âûïîëíèòü
àêòóàëüíûå ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëå îáùåãî àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ (14) ñ åñòåñòâåííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0 = Xτ/Iτ = xτ, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò îòíîñèòåëüíî ãëàä-
êîå ñöåïëåíèå äâóõ ÷àñòåé ðàñ÷åòíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ðÿäà x ïðè t = 1÷τ è t = (τ+1)÷θ. Èçâåñòíîé «ïëàòîé» çà
äèõîòîìèþ, ðàçóìååòñÿ, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå óâåëè÷å-
íèå êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèè ñöåïëåííîãî äèíàìè÷åñêî-
ãî ðÿäà x ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (17), ðàññ÷èòàííîãî äëÿ âñåãî ïå-
ðèîäà èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé.

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî âûáîð íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
áåí÷ìàðêèíãà â âèäå ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû ñîïðÿ-
æåí ñ íàðóøåíèåì ñâîéñòâà èäåìïîòåíòíîñòè ïðîïîð-
öèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà. Îäíàêî çäåñü ìåòîä Äåí-
òîíà âûñòóïàåò íå â ñâîåé îáû÷íîé ðåäàêöèè, à â êà÷å-
ñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà, ïåð-
âàÿ ÷àñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì îïå-
ðàòîðîì (17). Ïîýòîìó â ñëó÷àå çàðàíåå ñîãëàñîâàííî-
ãî íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ íà ïåðâîì ýòàïå ðàáîòû
àëãîðèòìà (ïðè t = 1÷τ) ïîëó÷àåì xτ  = 0, è âòîðàÿ ÷àñòü
àëãîðèòìà [ïðè t = (τ+1)÷θ] íåìåäëåííî ïðåîáðàçóåò-
ñÿ èç îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (14) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì â âèäå ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû â èäåì-
ïîòåíòíûé îïåðàòîð (15).

Õàðàêòåðèçóÿ âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïðåäëîæåí-
íîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ (14) çàäà÷è áåí÷ìàðêèíãà ìàêðîýêîíîìè÷åñêî-
ãî ðÿäà, íåëüçÿ íå ïîä÷åðêíóòü åãî âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü ïðè îáðàáîòêå äèíàìè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ ìåñÿ÷-

( ) ( )
( ) ( )SIMFDeSIA

SIAMFDx
11

11  
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+−′=∗

α
α



    Âîïðîñû ñòàòèñòèêè, 7/201272

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

íîé (èëè äàæå áîëåå âûñîêîé) ïåðèîäè÷íîñòüþ, ïîñêîëü-
êó ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì (14), (15) èëè (17) ñâîäÿòñÿ ê
îáðàùåíèþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà K è ëèøü
íåñóùåñòâåííî óñëîæíÿþòñÿ ñ ðîñòîì n. Äàëåå, äëÿ
ýëèìèíèðîâàíèÿ ýôôåêòà ìàñøòàáà èçìåðåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ è ïîâû-
øåíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé öåëåñîîáðàçíî íîðìèðî-
âàòü èñõîäíûå äèíàìè÷åñêèå ðÿäû I è A íà íåêîòîðóþ
ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó, íàïðèìåð ðàçäåëèâ âñå èõ ÷ëå-
íû íà îïîðíóþ ãîäîâóþ îöåíêó A1.

Ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è áåí÷ìàð-
êèíãà ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ðÿäà îáëàäàåò èçâåñòíîé
ãèáêîñòüþ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ äâóìÿ êîíòóðàìè
ýêçîãåííîé àäàïòàöèè ê äàííûì ñ ïîìîùüþ âåñîâûõ
êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè è óíèâåðñàëüíîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ìåòîäà Äåíòîíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,
èçëîæåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíûìè ïðè ðàçðàáîòêå è êîìïëåêñèðîâàíèè èíòåãðè-
ðîâàííûõ ìíîãîìåðíûõ ìåòîäîâ áåí÷ìàðêèíãà è áà-
ëàíñèðîâêè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ [1, par. 6.46].

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ïîòåíöèàëü-
íóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ äëÿ óëó÷øåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ è
ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ðåàëèçà-
öèè ïðîïîðöèîíàëüíîãî ìåòîäà Äåíòîíà â ñïåöèàëèçè-
ðîâàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàêåòàõ ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì.
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Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿ-
òèÿ «óðîâåíü æèçíè» è ê ðàçðàáîòêå ìåòîäèê åãî îöåí-
êè [1]. Îäèí èç íèõ ñâÿçàí ñ àíàëèçîì ïîòðåáëåíèÿ è
åãî ñòðóêòóðû. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà óðîâåíü
æèçíè èíòåðïðåòèðóåòñÿ ÷åðåç íàáîð ïîêàçàòåëåé, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ îáúåìû ïîòðåáëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òîâà-
ðîâ è óñëóã, ðàñõîäû íà èõ ïðèîáðåòåíèå, öåíû íà íèõ,
äîõîäû ïîòðåáèòåëåé è äð. Ïðèîðèòåòíîñòü õàðàêòåðè-
ñòèê ïîòðåáëåíèÿ ïðè îöåíêàõ óðîâíÿ æèçíè ïðèçíàåò-
ñÿ îïðåäåëÿþùåé ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè [2, ñ. 5].

Ñîãëàñíî äðóãîìó ïîäõîäó, óðîâåíü æèçíè ñëåäóåò
îïðåäåëÿòü íå ÷åðåç îòîæäåñòâëÿåìûå ñ íèì ïîêàçàòå-
ëè (äîõîäîâ, ïîòðåáëåíèÿ è ïðî÷.), à ÷åðåç ñîâîêóï-
íîñòü âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, îñóùåñòâëÿåìûõ ëþäüìè
[1]: ïîòîê ñîáûòèé è ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â æèç-
íè ÷åëîâåêà, èíòåðïðåòèðóåòñÿ çäåñü êàê îïðåäåëåí-
íûé óêëàä æèçíè, âûáðàííûé ÷åëîâåêîì ñðåäè ñîâî-
êóïíîñòè âîçìîæíûõ è äîñòóïíûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îöåíêè óðîâíÿ æèçíè íà îñíî-
âå àíàëèçà ñòðóêòóðû ïîòðåáëåíèÿ áûëè îñóùåñòâëå-

íû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòèêè áþäæåòîâ äîìîõî-
çÿéñòâ Ðîññòàòà [3, 4]. Äëÿ àíàëèçà óêëàäà æèçíè, ïî-
íèìàåìîãî êàê «ïîòîê ñîáûòèé è ïðîöåññîâ», ðàçâî-
ðà÷èâàþùèõñÿ âî âðåìåíè, áûëà èñïîëüçîâàíà ñòàòè-
ñòèêà áþäæåòîâ âðåìåíè íàñåëåíèÿ ÐÔ [4, 5].

Â ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ
ïðîáëåìà «øêàëû ýêâèâàëåíòíîñòè»: ñòàòèñòèêà äîõî-
äîâ è ðàñõîäîâ çà ðàçíûå ãîäû ïî ðàçíûì ðåãèîíàì è
ñòðàíàì ñòàíîâèòñÿ ñîïîñòàâèìîé; îöåíêè, ñäåëàííûå
íà îñíîâå àíàëèçà ñòðóêòóðû ïîòðåáëåíèÿ, - íå÷óâñòâè-
òåëüíûìè ê èíôëÿöèè è ò. ä. [6, 7]. Êðîìå òîãî, îí
äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàí: îñíîâíûå çàêîíîìåð-
íîñòè ïîòðåáëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óðîâíåì æèçíè, èçâå-
ñòíû, ïî êðàéíåé ìåðå, ñ XIX âåêà [8, ñ. 101]. Îäíà èç
ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ çàêîíîìåðíîñòåé - ïðàâèëî Ý. Ýí-
ãåëÿ - ñâÿçûâàåò óðîâåíü æèçíè è ïðîäîâîëüñòâåííûå
ðàñõîäû: ñ ðîñòîì óðîâíÿ æèçíè ñåìüè «åå ðàñõîäû
íà ïðîäóêòû ïèòàíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ, íî ýòè ðàñõîäû
ñîñòàâëÿþò âñå ìåíüøóþ ÷àñòü äîõîäà»1. Äëÿ îöåíîê
óðîâíÿ æèçíè ïî ïðàâèëó Ýíãåëÿ áóäóò âçÿòû àíàëîãè

1 Orshansky M. Who is among the poor: a demographic view of poverty //Social Securiity Bulletin. July 1965. ¹ 28: Öèò. ïî [6].
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ïîêàçàòåëåé «äîõîäîâ» è «ðàñõîäîâ íà ïðîäóêòû ïèòà-
íèÿ» - ñîîòâåòñòâåííî «ðàñõîäû íà êîíå÷íîå ïîòðåá-
ëåíèå» è «ðàñõîäû íà ïèòàíèå» (ðóáëåé íà ÷åëîâåêà â
ìåñÿö). Èñïîëüçîâàíèå ïîêàçàòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ êî-
íå÷íûì ïîòðåáëåíèåì, òî åñòü ó÷èòûâàþùèõ íàòóðàëü-
íûå ïîñòóïëåíèÿ, îáúÿñíÿåòñÿ ñïåöèôèêîé ñåëüñêîãî
óêëàäà æèçíè: åñëè âëèÿíèå íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé
íà ïîòðåáëåíèå ãîðîæàí ïðåíåáðåæèìî ìàëî è íå âëè-
ÿåò íà îöåíêè óðîâíÿ æèçíè, òî èõ íåó÷åò ïî îòíîøå-
íèþ ê ñåëüñêèì äîìîõîçÿéñòâàì ìîæåò ïðèâåñòè ê
çàâûøåíèþ îöåíîê óðîâíÿ æèçíè ïî ïðàâèëó Ýíãåëÿ.

Çíà÷åíèÿ îòîáðàííûõ ïîêàçàòåëåé ïðèâîäÿòñÿ Ðîñ-
ñòàòîì â ðàçðåçå äåöèëüíûõ ãðóïï, îáðàçîâàííûõ ïó-
òåì ðàçáèåíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè ó÷àñòâóþùèõ â áþä-
æåòíîì îáñëåäîâàíèè äîìîõîçÿéñòâ, óïîðÿäî÷åííûõ
ïî ïîêàçàòåëþ ðàñïîëàãàåìûõ ðåñóðñîâ, íà 10 ãðóïï
îäèíàêîâîé ÷èñëåííîñòè.

Èç ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå ïðàâèëà Ýíãåëÿ ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå àáñöèññ òî÷åê (x(k), y(k))
ñðåäíåäóøåâûå êîíå÷íûå ðàñõîäû äîìîõîçÿéñòâ k-é
äåöèëüíîé ãðóïïû çà îïðåäåëåííûé ãîä, à â êà÷åñòâå
îðäèíàò - ñðåäíåäóøåâûå ðàñõîäû íà ïèòàíèå ïî òîé
æå äåöèëüíîé ãðóïïå çà òîò æå ãîä è ñîåäèíèòü ýòè
òî÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ âûïóêëàÿ âîçðàñòàþùàÿ êðèâàÿ.

Äëÿ ðåãðåññèîííîé àïïðîêñèìàöèè ïîäîáíûõ êðè-
âûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì òðåáîâàíèÿì, íàëàãàåìûì íà
âèä ôóíêöèé ñïðîñà [9]:

                                   y = Ñxα , (1)

 êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ðåãðåññèè ïðî-
äîâîëüñòâåííûõ ðàñõîäîâ y íà êîíå÷íûå ðàñõîäû x è â
êîòîðîé ïàðàìåòð α ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1 è èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýëàñòè÷íîñòü ïðîäîâîëüñòâåííûõ
ðàñõîäîâ y ïî êîíå÷íûì ðàñõîäàì x.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòåïåííûå ôóíêöèè îäèíàêî-
âî õîðîøî àïïðîêñèìèðóþò êðèâûå çàâèñèìîñòè íå
òîëüêî íèçêî-, íî è âûñîêîýëàñòè÷íûõ âèäîâ ðàñõî-
äîâ îò êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ [9; 10, ñ. 143-145]. Ãðàôè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â ñèñòåìå êîîðäèíàò «êîíå÷íûå
ðàñõîäû - êîíêðåòíûé âûñîêîýëàñòè÷íûé âèä ðàñõî-
äîâ» äàñò âîãíóòûå âîçðàñòàþùèå êðèâûå, äëÿ àïï-
ðîêñèìàöèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåííûå ôóíê-
öèè (1) ñ ïàðàìåòðîì α>1.

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â
óñëîâèè ñóììèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùåì â òîì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäó-
þùåìó ñîîòíîøåíèþ (2) ïðè óñëîâèè áþäæåòíîãî îã-
ðàíè÷åíèÿ (3) [11, ñ. 127-128; 12]:

    (2)

,                              (3)

 ãäå x - êîíå÷íûå ðàñõîäû; yi - i-é âèä ðàñõîäîâ; n - îá-
ùåå êîëè÷åñòâî âèäîâ ðàñõîäîâ; αi - ýëàñòè÷íîñòü i-ãî âèäà
ðàñõîäîâ ïî êîíå÷íûì ðàñõîäàì.

Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ, ê âûðàæåíèþ (2) ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà ôîðìóëà (1); òîãäà îíî ñâåäåòñÿ ê ðàâåí-
ñòâó åäèíèöå ñóììû ïðîèçâîäíûõ îò ñòåïåííûõ ôóíê-
öèé, ïîñòðîåííûõ êàê ðåãðåññèè êîíêðåòíûõ âèäîâ ðàñ-
õîäîâ íà êîíå÷íûå ðàñõîäû, â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì:

(4)

.                                             (5)

Ãðàôèê, èçîáðàæàþùèé êðèâûå çàâèñèìîñòè ðàñ-
õîäîâ íà ïèòàíèå îò êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ (ñì. ðèñ. 1),
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì 2009 ã. â
êàæäûé ïîñëåäóþùèé ãîä òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëåé ïî îäíèì è òåì æå äåöèëüíûì
ãðóïïàì, ñäâèãàþòñÿ âïðàâî è ââåðõ, òî åñòü ðàñõîäû
íà ïèòàíèå è êîíå÷íûå ðàñõîäû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
äåöèëüíûì ãðóïïàì ãîä îò ãîäà óâåëè÷èâàþòñÿ. Òàêîå
ïîãîäîâîå óâåëè÷åíèå ðàñõîäîâ ìîæåò áûòü îòðàæå-
íèåì êàê ðîñòà óðîâíÿ æèçíè, òàê è ðîñòà èíôëÿöèè.
Åñëè óâåëè÷åíèå ðàñõîäîâ îòðàæàåò ðîñò óðîâíÿ æèç-
íè, òî ïî ëîãèêå ðåàëèçóåìîãî ïîäõîäà óâåëè÷åíèå
êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ äîëæíî ïðîèñõîäèòü áûñòðåå, ÷åì
óâåëè÷åíèå ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå.  Â ýòîì ñëó÷àå íà-
êëîí êðèâîé çà ïîñëåäóþùèé ãîä äîëæåí áûòü íèæå
íàêëîíà êðèâîé çà ïðåäûäóùèé ãîä - ïî îäíèì è òåì
æå äåöèëüíûì ãðóïïàì. Àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì
íàêëîíà êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ; ñîïîñ-
òàâëåíèå åå çíà÷åíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ (íà-
ïðèìåð, â îäèíàêîâûõ ïî íîìåðó äåöèëüíûõ ãðóïïàõ,










=

=

∑

∑

=

=

xy

x
y

n

i
i

n

i
i

i

1

1

1α










=

=′==

∑

∑ ∑ ∑

=

= = =

−

xy

yxC
x
y

n

i
i

n

i

n

i

n

i
iiii

i i

1

1 1 1

1 1ααα

Ðèñ. 1. Êðèâûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ðàñõî-
äîâ íà ïèòàíèå è êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ ïî ÐÔ (ðóáëåé íà ÷åëî-
âåêà â ìåñÿö)
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â òî÷êå xñð. è äð.) çà ðàçíûå ãîäû ïîçâîëèò îïðåäåëèòü,
êàê ìåíÿëñÿ óðîâåíü æèçíè çà ýòè ãîäû: ñíèæåíèå çíà-
÷åíèé ïðîèçâîäíîé áóäåò îçíà÷àòü óâåëè÷åíèå óðîâíÿ
æèçíè, âîçðàñòàíèå - åãî óìåíüøåíèå. Âîçðàñòàþùèé
õàðàêòåð ðåãðåññèîííîé êðèâîé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
íèæíþþ ãðàíèöó èçìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé, à óñëîâèå
ñóììèðóåìîñòè (4) - âåðõíþþ: ñîîòâåòñòâåííî 0 è 1
(ñì. ðèñ. 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè,
ïîñòðîåííàÿ êàê ðåãðåññèÿ ïðîäîâîëüñòâåííûõ ðàñõî-
äîâ íà êîíå÷íûå ðàñõîäû, ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì, õà-
ðàêòåðèçóþùèì óðîâåíü æèçíè. ×òîáû èçáåæàòü íå
î÷åíü óäîáíîé îáðàòíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äèíàìè-
êîé çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé è äèíàìèêîé óðîâíÿ æèçíè,
â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà óðîâíÿ æèçíè áåðåòñÿ èñêîìàÿ
ïðîèçâîäíàÿ, âû÷òåííàÿ èç åäèíèöû:

              Ióð. = 1 � y′ = 1 � Cαxα-1.          (6)

Çäåñü y′ ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ
ïîëåçíîñòü ïðîäîâîëüñòâèÿ (èëè ïðåäåëüíàÿ íîðìà
ïîòðåáëåíèÿ ïðîäîâîëüñòâèÿ) äëÿ çàäàííûõ êîíå÷íûõ
ðàñõîäîâ, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò ñíèæàòüñÿ ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ åãî äîñòóïíîñòè [13, ñ. 51]. Îäíîâðåìåí-
íî ñ ýòèì Ióð. = 1 - y′ ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê
ìåðà íàñûùåíèÿ ïîòðåáíîñòè â ïðîäîâîëüñòâèè. Çíà-
÷åíèÿ èíäåêñà, áëèçêèå ê 1, îçíà÷àþò, ÷òî íàñûùåí-
íîñòü ïîòðåáíîñòè â ïðîäóêòàõ ïèòàíèÿ ïðåäåëüíî âû-
ñîêàÿ; ðàñõîäû íà ïèòàíèå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû
âî âñåõ ñëîÿõ íàñåëåíèÿ è íå çàâèñÿò îò óðîâíÿ èõ

êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ: 0=
dx
dy

, è Ióð.=1.

Â ïðåäñòàâëåííîé ôîðìóëå (6) ìîäåëü îöåíêè óðîâ-
íÿ æèçíè ÿâëÿåòñÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé: ê äâóì ïàðà-
ìåòðàì ñòåïåííîé ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè äîáàâëÿåòñÿ
òðåòèé - çíà÷åíèå àðãóìåíòà â ñîïîñòàâëÿåìîé òî÷êå. Â
òî æå âðåìÿ óñëîâèå (4) ñ ó÷åòîì (5) ïîçâîëÿåò óïðîñ-
òèòü ìîäåëü, óìåíüøèâ ÷èñëî åå ïàðàìåòðîâ äî äâóõ:
åñëè ðàññìîòðåòü òîëüêî äâà âèäà ðàñõîäîâ - «íà ïèòà-
íèå» è «ïðî÷èõ», òî ñîîòíîøåíèå (4) çàïèøåòñÿ â âèäå:

                    t α1+(1-t) α2 = 1, (7)

ãäå t - äîëÿ ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå â êîíå÷íûõ ðàñõîäàõ;
α1 - ýëàñòè÷íîñòü ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå ïî êîíå÷íûì ðàñ-
õîäàì; α2 - ýëàñòè÷íîñòü âñåõ ïðî÷èõ ðàñõîäîâ ïî êîíå÷-
íûì ðàñõîäàì.

Îòñþäà äîëÿ

(8)

îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ, ïðè êîòîðîì
äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ òî÷-
íî.

Èòàê,

.        (9)

Èíäèêàòîð â ôîðìóëå (9) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì è
ýôôåêòèâíûì, ÷åì â ôîðìóëå (6). Áóäåì ñ÷èòàòü ôîð-
ìóëó (9) îñíîâîé äëÿ îöåíîê óðîâíÿ æèçíè ïî äàííîé
ìîäåëè.

Äèíàìèêà çíà÷åíèé èíäèêàòîðà Ióð. (ñì. òàáëèöó 1)
õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå óðîâíÿ æèçíè â ÐÔ çà ïåðèîä
1997-2009 ãã. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â 1998 ã. íàáëþäàëîñü
ñíèæåíèå óðîâíÿ æèçíè êàê ðåàêöèÿ íà àâãóñòîâñêèé
êðèçèñ, ïîñëå ÷åãî â òå÷åíèå 3-4 ëåò ïðîèñõîäèëî åãî
âîññòàíîâëåíèå. Â 2002 ã. äîêðèçèñíûé óðîâåíü æèçíè
áûë ïðåâûøåí è ïðîäîëæàë ðàñòè äî 2007 ã., ïîñëå êî-
òîðîãî ïîñëåäîâàë ñïàä.

Òàáëèöà 1

Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè, ðàññ÷èòàííûé äëÿ ïîêàçàòåëåé
ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå (y) è êîíå÷íûõ

ðàñõîäîâ (x), ïî ÐÔ

  Äèíàìèêà çíà÷åíèé èíäèêàòîðà Ióð. â ðàçðåçå ñåëà
è ãîðîäà â 2003-2009 ãã. (ñì. òàáëèöó 2) ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î áîëüøåé óÿçâèìîñòè ñåëüñêèõ æèòåëåé ïåðåä
ïîñëåäñòâèÿìè êðèçèñà: ñïàä óðîâíÿ æèçíè òàì áîëåå
ãëóáîêèé, ÷åì â ãîðîäå, è çàôèêñèðîâàí íà ãîä ïîçæå.

Òàáëèöà 2

Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè, ðàññ÷èòàííûé äëÿ ïîêàçàòåëåé
ðàñõîäîâ íà ïèòàíèå (y) è êîíå÷íûõ ðàñõîäîâ (x),

â ðàçðåçå ñåëà è ãîðîäà, ïî ÐÔ

21

21
αα

α
−

−
=t

21

2
11.

1
111

αα
α

αα
−

−
−=−=′−= tyI óð

Ãîä Уðàâíåíèå ðåãðåññèè Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè  Ióð. 

1997 y = 2,99x0,729 0,597 
1998 y = 1,90x0,821 0,498 
1999 y = 2,04x0,822 0,505 
2000 y = 2,75x0,776 0,565 
2001 y = 3,32x0,760 0,574 
2002 y = 4,85x0,709 0,632 
2003 y = 5,92x0,683 0,665 
2004 y = 6,80x0,668 0,686 
2005 y = 8,35x0,642 0,720 
2006 y = 11,15x0,609 0,750 
2007 y = 16,51x0,566 0,784 
2008 y = 19,40x0,560 0,786 
2009 y = 11,25x0,627 0,752 

 

Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè  Ióð. Ãîä 

ñåëî ãîðîä 

2003 0,544 0,690 

2005 0,608 0,742 

2007 0,687 0,803 
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Ðåàëèçîâàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ
ôîðìàëèçàöèè äðóãèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïîòðåáëåíèÿ:
ðåãðåññèîííûå êðèâûå, ïîñòðîåííûå äëÿ áîëüøèíñòâà
èç íèõ, ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè, è, áëàãîäàðÿ óñëî-
âèþ (4) (íåçàâèñèìî îò ôîðìû êðèâûõ - âûïóêëûå äëÿ
íèçêîýëàñòè÷íûõ âèäîâ ðàñõîäîâ, âîãíóòûå äëÿ âûñî-
êîýëàñòè÷íûõ), èíäèêàòîð áóäåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ
îò 0 äî 1.

Âûäåëèâ èç ïîêàçàòåëÿ «ðàñõîäû íà ïèòàíèå», ó÷à-
ñòâîâàâøåãî â àíàëèçå óðîâíÿ æèçíè ïî ïðàâèëó Ýí-
ãåëÿ, äâå ñîñòàâëÿþùèå - äåíåæíûå ðàñõîäû íà ïî-
êóïêó ïðîäîâîëüñòâèÿ è åãî íàòóðàëüíûå ïîñòóïëåíèÿ
â ñåìüþ, ãëàâíûì îáðàçîì èç ëè÷íîãî ïîäñîáíîãî õî-
çÿéñòâà (ËÏÕ), ìîæíî ñâÿçàòü èõ ñîâìåñòíóþ äèíà-
ìèêó ñ äèíàìèêîé óêëàäà æèçíè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ.
Ñîáñòâåííîå ïðîèçâîäñòâî â ËÏÕ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íîé è âàæíîé ÷àñòüþ ñåëüñêîãî óêëàäà æèçíè. Ïðè-
÷åì íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè
ìåñòíûõ ïðîäîâîëüñòâåííûõ ðûíêîâ, òîâàðíîñòü ËÏÕ
îñòàåòñÿ íåâûñîêîé, ÷òî äåëàåò åãî ïðåèìóùåñòâåííî
ïîòðåáèòåëüñêèì õîçÿéñòâîì [14].

Â 1997 ã. Ãîñêîìñòàò Ðîññèè ïðèíÿë íîâóþ ìåòîäè-
êó ïðîâåäåíèÿ áþäæåòíûõ îáñëåäîâàíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñîâðåìåííûì ïîäõîäàì â ìèðîâîé ñòàòèñòèêå.
Â íåé áûëè ñìåùåíû àêöåíòû: âìåñòî îáùåãî îáúåìà
íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ â äîìî-
õîçÿéñòâî â îïðîñíîì ëèñòå ôèêñèðîâàëàñü òîëüêî òà
èõ ÷àñòü, êîòîðàÿ ïîòðåáëÿëàñü âíóòðè ñåìüè. Íåñêîëü-
êèìè ãîäàìè ïîçæå áûë ïðèíÿò çàêîí «Î ëè÷íîì ïîä-
ñîáíîì õîçÿéñòâå» (ÔÇ ¹ 112 îò 07.07.2003), â êîòî-
ðîì ïîäòâåðæäàëñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ïîòðåáèòåëüñêèé
õàðàêòåð ïðèóñàäåáíîãî ïðîèçâîäñòâà: ËÏÕ ðàññìàò-
ðèâàëîñü â íåì êàê «ôîðìà íåïðåäïðèíèìàòåëüñêîé
äåÿòåëüíîñòè, âåäóùåéñÿ ÷ëåíàìè ñåìüè - âëàäåëüöà
ËÏÕ».

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñîâðåìåííîìó ïîäõîäó,
ËÏÕ - ýòî ïðèóñàäåáíîå õîçÿéñòâî, èìåþùåå öåëüþ
îáåñïå÷åíèå ñåëüñêîé ñåìüè ïðîäóêòàìè ïèòàíèÿ è ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé áîëåå ðàí-
íèé, òðàäèöèîííûé óêëàä æèçíè.

Âñëåäñòâèå îáùåãî ðîñòà ýêîíîìèêè, ïîÿâèâøèõ-
ñÿ íîâûõ âîçìîæíîñòåé çàðàáîòêà, à òàêæå ïîñòåïåí-
íîé ïîòåðè äîñòóïà ê ëüãîòíûì èñòî÷íèêàì ðåñóðñîâ
äëÿ âåäåíèÿ ëè÷íîãî ïîäñîáíîãî õîçÿéñòâà ïðåèìóùå-
ñòâåííî ïîòðåáèòåëüñêàÿ îðèåíòàöèÿ ËÏÕ ñòàíîâèòñÿ
íåâûãîäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ñîêðàùåíèå ïðè-

óñàäåáíîãî ïðîèçâîäñòâà; îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ÷àñòü
ËÏÕ ñïåöèàëèçèðóþòñÿ íà òîâàðíîì ïðîèçâîäñòâå îï-
ðåäåëåííûõ ïðîäóêòîâ, ïðåæäå âñåãî ìÿñà è êàðòîôå-
ëÿ, â ïðèãîðîäíûõ ñåëàõ - îâîùåé, ôðóêòîâ è ÿãîä. Ñòà-
íîâèòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûì, êîãäà ñåëüñêîå äîìîõîçÿé-
ñòâî äåðæèò ñêîò èñêëþ÷èòåëüíî íà ïðîäàæó; ñîáñòâåí-
íîå æå ïîòðåáëåíèå ìÿñà îáåñïå÷èâàåò çà ñ÷åò ïîêóïîê.
Ïîñòåïåííî ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðîèçâîäñòâî èç ñðåäñòâà
âûæèâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ëèáî âàæíûì èñòî÷íèêîì äåíåæ-
íîãî äîõîäà, ëèáî óòðà÷èâàåò ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èìóþ
ðîëü â æèçíåîáåñïå÷åíèè ñåëüñêîé ñåìüè.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñàìîîáåñïå÷åíèå ïðîäî-
âîëüñòâèåì ãîðîæàí ñòàëî âåñüìà íèçêèì. Îäíîâðå-
ìåííî ñ ýòèì ñíèçèëàñü ïîòðåáèòåëüñêàÿ ðîëü ËÏÕ è
â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè, ãäå äîìîõîçÿéñòâà óâåëè÷èâà-
þò ðàñõîäû íà ïîêóïêó ïðîäîâîëüñòâèÿ, íå ïðîèçâî-
äèìîãî â ËÏÕ, à â ñòðóêòóðå èõ ïîòðåáëåíèÿ ïðîèñõî-
äèò îáðàòíîå çàìåùåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîèçâåäåí-
íûõ ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ íà êóïëåííûå. Òàê, çà 1997-
2009 ãã.  äîëÿ íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé â êîíå÷íûõ
ðàñõîäàõ ãîðîäñêèõ äîìîõîçÿéñòâ ÐÔ ñíèçèëàñü ñ 7
äî 2,3%, ñåëüñêèõ - ñ 32 äî 12,8% [3]. Òîëüêî â òå÷å-
íèå 2003-2009 ãã. äîëÿ íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé ïðî-
äóêòîâ ïèòàíèÿ â îáùåì îáúåìå èõ ïîòðåáëåíèÿ ñåëü-
ñêèìè ñåìüÿìè â ÐÔ ñîêðàòèëàñü äëÿ ìÿñà è ìÿñî-
ïðîäóêòîâ  ñ 43 äî 35%, ìîëîêà è ìîëî÷íûõ ïðîäóê-
òîâ - ñ 61 äî 39%, îâîùåé è êàðòîôåëÿ - ñ 79-90% äî
73-87%; äåðæàëàñü íà îäíîì óðîâíå - â 45% - äëÿ ÿèö
è âîçðîñëà äëÿ ôðóêòîâ è ÿãîä ñ 21 äî 44%2.

Ñíèæåíèå äîëè íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé â ïîòðåá-
ëåíèè ïðîäîâîëüñòâèÿ â íàáëþäàåìûé ïåðèîä îáúÿñ-
íÿåòñÿ íå òîëüêî ïîñòåïåííûìè èçìåíåíèÿìè ïîòðå-
áèòåëüñêèõ ïðåäïî÷òåíèé ïðè ðîñòå óðîâíÿ æèçíè, õà-
ðàêòåðèçóåìûìè âîçðàñòàíèåì ðàñõîäîâ íà ïîêóïêó
ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ, íå ïðîèçâîäÿùèõñÿ â ËÏÕ, íî è
ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè,
ñâÿçàííûìè ñ ïîñòåïåííûì âûòåñíåíèåì òðàäèöèîí-
íîãî àãðàðíîãî óêëàäà æèçíè. Äàííûé ïðîöåññ ìî-
æåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé
âûøå ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêàçàòåëåé, ñâÿçàí-
íûõ ñ ËÏÕ: â êà÷åñòâå ðåçóëüòèðóþùåé ïåðåìåííîé
áåðåòñÿ «ñòîèìîñòü ïîòðåáëåííûõ ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ,
ïîñòóïèâøèõ â íàòóðàëüíîé ôîðìå èç ËÏÕ», â êà÷å-
ñòâå ôàêòîðíîé - «ñóììà îöåíåííûõ íàòóðàëüíûõ ïî-
ñòóïëåíèé èç ËÏÕ è äåíåæíûõ ðàñõîäîâ íà ïîêóïêó
ïðîäîâîëüñòâèÿ»:

                                                                     (10)

ãäå α1 è α2 - ýëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî ñòîèìîñòè
íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ èç ËÏÕ è
äåíåæíûõ ðàñõîäîâ íà èõ ïîêóïêó ïî ñòîèìîñòè èõ îáùå-
ãî îáúåìà ïîñòóïëåíèé â äîìîõîçÿéñòâî.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû 2

2 Ðàññ÷èòàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèêðîäàííûõ; ñì. [4].

Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè  Ióð. Ãîä 

ñåëî ãîðîä 

2008 0,679 0,808 

2009 0,628 0,776 
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Â ôîðìóëå (10) Ióêë. ÿâëÿåòñÿ èíäåêñîì àãðàðíîãî
óêëàäà æèçíè; åãî ðîñò îçíà÷àåò àãðàðèçàöèþ óêëàäà
æèçíè â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè, ñíèæåíèå ñâÿçàíî ñ
óìåíüøåíèåì çíà÷èìîñòè ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà â æèç-
íåäåÿòåëüíîñòè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ.

Ðàñ÷åòû íà îñíîâå îáùåðîññèéñêîé áþäæåòíîé ñòà-
òèñòèêè çà 2003-2009 ãã., âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ äàííûå
ïî âñåì ðåãèîíàì ÐÔ3, äåìîíñòðèðóþò íåïðåðûâíîå
óìåíüøåíèå çíà÷èìîñòè àãðàðíîãî óêëàäà â äåðåâíå,
â òîì ÷èñëå â 2008-2009 ãã., êîãäà íàáëþäàëîñü ñíè-
æåíèå óðîâíÿ æèçíè (ñì. òàáëèöó 3).

Òàáëèöà 3

Èíäèêàòîð àãðàðíîãî óêëàäà, ðàññ÷èòàííûé äëÿ
ïîêàçàòåëåé îöåíåííûõ íàòóðàëüíûõ ïîñòóïëåíèé
ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ èç ËÏÕ (y) è îáùåãî îáúåìà
ïîñòóïëåíèé ïðîäîâîëüñòâèÿ â äîìîõîçÿéñòâî (x),

ïî ñåëüñêîé ìåñòíîñòè ÐÔ

Îáñëåäîâàíèå áþäæåòîâ âðåìåíè4 ïîçâîëÿåò ïðî-
àíàëèçèðîâàòü îñíîâíûå ÷åðòû óêëàäà æèçíè ñåëüñ-
êîãî íàñåëåíèÿ â ñîïîñòàâëåíèè ñ ãîðîäñêèì. Íàèáî-
ëåå ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ñòðóêòóðå âðåìåííûõ
çàòðàò ñåëüñêèõ è ãîðîäñêèõ æèòåëåé òðóäîñïîñîáíî-
ãî âîçðàñòà (ñòàðøå 14 ëåò) ñâÿçàíû ñ âåäåíèåì äî-
ìàøíèõ äåë, ðàáîòîé è îòäûõîì:

- äîìàøíèå äåëà îòíèìàþò ó ñåëüñêèõ æèòåëåé ñî-
îòâåòñòâåííî 3,8 ÷àñà ïðîòèâ 2,6 ÷àñà â áóäíè è 5 ÷à-
ñîâ ïðîòèâ 3,7 ÷àñà â âûõîäíûå äíè. Ñåëÿíå äîëüøå
óáèðàþò ïîìåùåíèÿ, ãîòîâÿò ïèùó; â îòëè÷èå îò ãîðî-
æàí - çàíèìàþòñÿ âåäåíèåì ËÏÕ. Ïðè ýòîì â ñåëàõ
ìåíüøå âðåìåíè òðàòÿò íà ïîêóïêó òîâàðîâ è ïîëó÷å-
íèå óñëóã, î÷åâèäíî èç-çà èõ ìàëîãî ïðåäëîæåíèÿ;

- â áóäíè ñåëüñêèå æèòåëè çàòðà÷èâàþò íà ðàáîòó
ñîîòâåòñòâåííî 4 è 5 ÷àñîâ. У÷èòûâàÿ, ÷òî â âûáîðêå
äîëè òðóäîñïîñîáíîãî ãîðîäñêîãî è ñåëüñêîãî íàñå-
ëåíèÿ ñîâïàäàþò, ìîæíî ãîâîðèòü î áîëåå âûñîêîì
óðîâíå áåçðàáîòèöû â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè;

- ó ñåëüñêèõ æèòåëåé òðóäîñïîñîáíîãî âîçðàñòà
ìåíüøå ñâîáîäíîãî âðåìåíè, ÷åì ó ãîðîäñêèõ, - ñî-
îòâåòñòâåííî 3,5 ïðîòèâ 3,7 ÷àñà â áóäíèå äíè è 4,8
÷àñà ïðîòèâ 5,8 ÷àñà â âûõîäíûå. У îáåèõ êàòåãîðèé

íàñåëåíèÿ îíî â îñíîâíîì òðàòèòñÿ íà îáùåíèå, îò-
äûõ, ñïîðòèâíûå èãðû, êîìïüþòåðíóþ äåÿòåëüíîñòü,
ïðîñìîòð òåëåâèçèîííûõ ïåðåäà÷  è ÷òåíèå. Î äîñ-
òóïíîñòè ðàçëè÷íûõ âèäîâ äîñóãà ìîæíî ñóäèòü ïî
ðèñ. 2. Ñåëüñêèå æèòåëè ÷àùå ãîðîäñêèõ áûâàþò íà
êîíöåðòàõ, ïîñåùàþò áèáëèîòåêó è ñïîðòçàë. Ðåñòî-
ðàíû, êèíî, òåàòð, ìóçåè ãîðàçäî äîñòóïíåå ãîðîæà-
íàì.

3 Ðàññ÷èòàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àãðåãèðîâàííûõ äàííûõ; ñì. [4].
4 Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçû äàííûõ ïî áþäæåòàì âðåìåíè ïî ðåñïîíäåíòàì â ðàçðåçå ãîðîäà è ñåëà, ðàçìåùåííîé íà

ñàéòå Ðîññòàòà [4].

Ãîä Уðàâíåíèå ðåãðåññèè  Èíäèêàòîð àãðàðíîãî óêëàäà 
æèçíè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ  

Ióêë. 

2003 y = 18,0x0,718 0,265 

2005 y = 16,1x0,728 0,239 

2007 y = 116,2x0,589 0,169 

2008 y = 173,5x0,562 0,144 

2009 y = 231,9x0,545 0,138 
 

Ðèñ. 2. Äîëÿ ðåñïîíäåíòîâ, ïîñåòèâøèõ ðàññìàòðèâàå-
ìûå ó÷ðåæäåíèÿ äîñóãà õîòÿ áû îäèí ðàç çà ãîä (â % îò îáùå-
ãî ÷èñëà ðåñïîíäåíòîâ)

Èòàê, â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãîðîä-
ñêîé âûøå áåçðàáîòèöà. Âìåñòå ñ òåì ñåëüñêèå æèòå-
ëè èìåþò ìåíüøå ñâîáîäíîãî âðåìåíè, è åãî òðóäíåå
êà÷åñòâåííî çàïîëíèòü. Îñîáåííî ìíîãî ñèë ó íèõ óõî-
äèò íà âåäåíèå äîìàøíèõ äåë. Ñòðóêòóðà áþäæåòà âðå-
ìåíè ñâèäåòåëüñòâóåò î áîëüøåé àðõàè÷íîñòè óêëàäà
æèçíè ñåëÿí.

Äîñòóïíîñòü ðàáîòû è åå õàðàêòåð ÿâëÿþòñÿ âàæ-
íåéøèìè ôàêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè óðîâåíü è óê-
ëàä æèçíè.

Ïî äàííûì âûáîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ áþäæåòîâ
âðåìåíè, îïëà÷èâàåìîé ðàáîòû íå èìåëè 18,1% ãîðîä-
ñêèõ è 25,7% ñåëüñêèõ ðåñïîíäåíòîâ òðóäîñïîñîáíî-
ãî âîçðàñòà (15-59 ëåò äëÿ ìóæ÷èí, 15-54 ãîäà äëÿ æåí-
ùèí). Áåç ó÷åòà ó÷àùèõñÿ è ñòóäåíòîâ, â îñíîâíîì
ìîëîäåæè 15-22 ëåò, äîëè áåçðàáîòíûõ ñðåäè ãîðîäñ-
êèõ è ñåëüñêèõ æèòåëåé ñîñòàâèëè 10,1 è 17,2%.

Ïî÷òè 20% çàíÿòûõ ñåëüñêèõ æèòåëåé òðóäîñïîñîá-
íîãî âîçðàñòà èìåëè ðàáîòó âíå ñåë ïðîæèâàíèÿ.

Ëèøü 13,1% ðàáîòàëè â ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé îò-
ðàñëè.

Òåíäåíöèÿ ñîêðàùåíèÿ ðîëè àãðàðíîãî ñåêòîðà â
ñòðóêòóðå çàíÿòîñòè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáúåêòèâíîé äëÿ ïîñòóïàòåëüíî ðàçâèâàþùåãîñÿ îá-
ùåñòâà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñåëî ïîñòåïåííî òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäÿ ÷åðåç ñòàäèè,
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õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ñòåïåíüþ óðáàíèçèðîâàííîñòè è
íåâîâëå÷åííîñòè íàñåëåíèÿ â ñåëüõîçïðîèçâîäñòâî
[15]. Ïðè ýòîì ïðîöåññ çàìåùåíèÿ ñåëüñêîãî õîçÿé-
ñòâà äðóãèìè îòðàñëÿìè ýêîíîìèêè ïðîèñõîäèò ãîðàç-
äî ìåäëåííåå, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò íå òîëüêî âûñî-
êèé ïðîöåíò áåçðàáîòíûõ è âûñîêàÿ äîëÿ ñåëÿí, ðàáî-
òàþùèõ âíå ñåë ïðîæèâàíèÿ, íî è ñëîæèâøàÿñÿ ñòðóê-
òóðà çàíÿòîñòè, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ÿâíûé äåôèöèò
ðàáî÷èõ ìåñò, ñâÿçàííûõ ñ ïðîìûøëåííîñòüþ è ñôå-
ðîé óñëóã (ñì. òàáëèöó 4).

   Òàáëèöà 4

 Ðàñïðåäåëåíèå ñåëüñêèõ è ãîðîäñêèõ ðåñïîíäåíòîâ ïî
íàïðàâëåíèÿì ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè

     (â % îò îáùåãî ÷èñëà çàíÿòûõ)

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñåëüñêèõ
ðåñïîíäåíòîâ îõàðàêòåðèçîâàëà ñâîþ ðàáîòó êàê
«î÷åíü òÿæåëóþ» è «òÿæåëóþ» (ñì. òàáëèöó 5).

  Òàáëèöà 5

 Ðàñïðåäåëåíèå ñåëüñêèõ è ãîðîäñêèõ ðåñïîíäåíòîâ ïî õà-
ðàêòåðèñòèêå òÿæåñòè âûïîëíÿåìîé ðàáîòû

(â % îò îáùåãî ÷èñëà çàíÿòûõ)

Èòàê, ñîãëàñíî áþäæåòíîé ñòàòèñòèêå, íà óêëàä
æèçíè ñåëüñêîãî íàñåëåíèÿ âëèÿþò ñëåäóþùèå ôàê-
òîðû: ìåäëåííàÿ äèâåðñèôèêàöèÿ ñåëüñêîé ýêîíîìè-

êè, âåäóùàÿ ê áåçðàáîòèöå è îòòîêó èç ñåëà íàèáîëåå
êâàëèôèöèðîâàííîé è îáðàçîâàííîé ðàáî÷åé ñèëû; îã-
ðàíè÷åííûé äîñòóï ê ñîâðåìåííûì áëàãàì; äîñòàòî÷-
íî àðõàè÷íàÿ ñòðóêòóðà áþäæåòà âðåìåíè è îñòàþùàÿ-
ñÿ âûñîêîé ðîëü ËÏÕ â îáåñïå÷åíèè ñåëüñêîé ñåìüè.
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Íàïðàâëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè Ñåëî Ãîðîä 

Уïðàâëåíèå, áåçîïàñíîñòü, ñîöîáåñïå÷åíèå 15,6 9,3 

Îáðàçîâàíèå 13,7 6,2 

Ñåëüñêîå õîçÿéñòâî 13,1 0,0 

Çäðàâîîõðàíåíèå 8,3 8,5 

Ðîçíè÷íàÿ òîðãîâëÿ 7,5 14,3 

Ýíåðãåòèêà 6,4 4,1 

Îáðàáàòûâàþùàÿ ïðîìûøëåííîñòü 5,6 16,4 

Òðàíñïîðò 4,8 5,4 

Ñòðîèòåëüñòâî 3,7 8,7 

Ïðî÷èå 21,3 27,1 
 

Õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû ïî ôèçè÷åñêèì  
çàòðàòàì 

Ñåëî Ãîðîä 

Î÷åíü òÿæåëàÿ è òÿæåëàÿ 17,1 11,7 

Ñðåäíÿÿ 50,1 48,0 

Ëåãêàÿ 32,8 40,3 
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    ÀËÃÎÐÈÒÌ  ÄËß  ÐÀÇËÎÆÅÍÈß   ÏÎËÍÎÃÎ  ÏÐÈÐÎÑÒÀ  ÌÅÆÄÓ  ÔÀÊÒÎÐÀÌÈ*

À.Â. Îðëîâ, êàíä. ýêîí. íàóê,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

íèå (1) íà X0Y0 = Z0, ïîëó÷àåì: ∆z/Z0 = ∆x/ X0 + ∆y/Y0 +
+ ∆x∆y/ X0Y0, êàæäàÿ ÷àñòü êîòîðîãî â òåìïàõ ïðèðîñ-
òà ðàâíà: iz = ∆z/Z0, ix = ∆x/X0, iy = ∆y/Y0. Â îòíîñèòåëü-
íûõ ïðèðîñòíûõ âåëè÷èíàõ îáùèé, èëè ïîëíûé ïðè-
ðîñò âûðàæàåò ôîðìóëà: iz = ix+ iy+ ixiy (2), ãäå ixiy -
îñòàòî÷íûé, èëè äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí - ðåçóëüòàò âçà-
èìîäåéñòâèÿ íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ (â ñòàòèñòèêå íà-
çûâàåòñÿ «íåðàçëîæèìûì îñòàòêîì»).

Åñëè èç çàâèñèìîñòè (2) âûäåëèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí
â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîé è âïîëíå êîíêðåòíîé âå-
ëè÷èíû, òî îí ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà ÷àñòè ñ ïîìî-
ùüþ äåéñòâèé ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ïðèñîåäèíåíèåì ýòèõ ÷àñòåé ê îïðåäåëÿþùèì èõ
ôàêòîðàì. Ðå÷ü èäåò î ïðåäñòàâëåíèè «÷èñëà - ïðîèç-
âåäåíèÿ» ÷åðåç ñóììó îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ
êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé.

Òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìåæäó
ôàêòîðàìè ix è iy åäèíñòâåííî îáîñíîâàííûì ìåòîäîì
ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñóììó èç äâóõ ïðèâåäåííûõ
çíà÷åíèé: iz =  iïð

x + iïð
y (3), ãäå iïð

x = ix+ K1ixiy ; iïð
y =

= iy+ K2 ixiy ïðè K2 = 1 � K1, êàæäîå èç êîòîðûõ âêëþ÷à-
ëî áû òîëüêî åìó ïðèñóùèå îäíîðîäíûå çíà÷åíèÿ ôàê-
òîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèáî ix, ëèáî iy, òî åñòü òðåáó-
åòñÿ íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå ñóììû äâóõ
ñëàãàåìûõ. Â äàííîì ñëó÷àå ñòîèò çàäà÷à ðàñ÷ëåíåíèÿ
âñåé âåëè÷èíû ÿâëåíèÿ íà ÷àñòè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà êàæ-
äûé èç ôàêòîðîâ. Ïî óêàçàííîé ïðîáëåìå â ëèòåðàòóðå
ñëîæèëîñü ìíåíèå, ÷òî ñîâîêóïíûé ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ
äâóõ ôàêòîðîâ íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ
ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ îòðàæàëî áû äåéñòâèå
òîëüêî îäíîãî, èçîëèðîâàííî âçÿòîãî ôàêòîðà, òî
åñòü ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè:
ixiy = φ(ix) + φ(iy)

3. Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäà÷ó îòíîñÿò ê íåðå-
øàåìûì ïðîáëåìàì. Ïðàâäà, ñóùåñòâóåò è èíîå ìíå-
íèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñîãëàñèòüñÿ ñ ïîäîáíûìè óò-
âåðæäåíèÿìè ïîëíîñòüþ íåëüçÿ4, è çàäà÷ó ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü íåðåøåííîé.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðîèç-
âåäåì çàìåíó: iz = c; ix = a; iy = b; ixiy = ab; òîãäà
ôîðìóëà (2) ïðèìåò âèä: c = à + b + ab.

Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì èí-
äåêñíîãî ìåòîäà âñòàëà çàäà÷à ïî ðàçäåëåíèþ äîïîë-
íèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ìåæäó âûçâàâøèìè åãî ôàê-
òîðàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èíäåêñíûé àíàëèç âëèÿíèÿ ôàê-
òîðîâ ïðåäñòàâëÿåò áåëîå ïÿòíî â òåîðèè ñòàòèñòèêè è
ýòî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì îáîñíîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ
ïîëíîãî ïðèðîñòà ïî ôàêòîðàì - ïðîáëåìà, êîòîðàÿ
äëèòåëüíîå âðåìÿ íå ïîääàåòñÿ ðåøåíèþ. Äëÿ ïîäîá-
íûõ ñëó÷àåâ ó÷åíûìè ïðåäëîæåí ðÿä ñïîñîáîâ ïî îï-
ðåäåëåíèþ âëèÿíèÿ äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà íà ôàêòî-
ðû, íî «Ðàçëè÷íûå ïðåäëîæåíèÿ� íå áûëè ëîãè÷åñêè
áåçóïðå÷íî ìîòèâèðîâàíû è îñòàëèñü íå ïðèíÿòûìè»1.
Âàðèàíòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà  èçâåñò-
íû ïîä ðóáðèêîé «Ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîðíûé àíàëèç»2.

Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå äàííîãî ÿâëåíèÿ ïðåä-
ñòàâèì â îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Èìååòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòà X è Y, ïðîèç-
âåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî Z. Èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îáî-
çíà÷èì êàê X0, Y0, Z0; ïîñëåäóþùèå - ÷åðåç X, Y, Z.
Ïåðåõîä îò íà÷àëüíûõ âåëè÷èí ê ïîñëåäóþùèì ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìàëüíî-äèñêðåòíûì, è ìåæäó íèìè íå ñó-
ùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé, òî åñòü ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ äèñêðåòíîå èçìåíåíèå âåëè÷èí. Àáñîëþòíûé
ïðèðîñò îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ∆x = X � X0;
∆y = Y � Y0; ∆z = Z � Z0. Îáùèé ïðèðîñò íàõîäèì ïî
ôîðìóëå: Z0 + ∆z = (X0 + ∆x)×(Y0 + ∆y). Ïîñëå óìíîæå-
íèÿ è ñîêðàùåíèÿ ïðèõîäèì ê ôîðìóëå: ∆z = ∆xY0 +
+ ∆yX0 + ∆x∆y (1).

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðåäñòà-
âèì êîìïîíåíòû è ôàêòîðû â îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷è-
íàõ - òåìïàõ ðîñòà: Ix, Iy, Iz è òåìïàõ ïðèðîñòà: ix, iy, iz.
Ëþáûå ÷èñëà, â òîì ÷èñëå êàê áåñêîíå÷íî ìàëûå âå-
ëè÷èíû (á. ì. â.), òàê è áåñêîíå÷íî áîëüøèå âåëè÷èíû
(á. á. â.), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷è-
íàõ; îò ýòîãî îíè íå òåðÿþò íè ñâîþ îäíîðîäíîñòü, íè
ñâîþ çíà÷èìîñòü, íè ñâîèõ ñâîéñòâ è êà÷åñòâ. Â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïåðåíåñåíèå èññëåäîâàíèÿ â
èíóþ îáëàñòü èçìåðåíèÿ.

 Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ òåìïîâ ðîñòà Ix0, Iy0, Iz0 ðàâíû
åäèíèöå, à òåìïîâ ïðèðîñòà - íóëþ. Ðàçäåëèâ âûðàæå-

* Îñíîâó äàííîé ñòàòüè ñîñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå, îïèðàþùååñÿ íà ïðèíöèïû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, ïîëîæåíèÿ êîíñòðóêòèâíîé
ìàòåìàòèêè è ñòðóêòóðàëèçìà. Ñì.: Îðëîâ À.Â. Ê îáîñíîâàíèþ ñòåïåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà // Íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèå âåäîìîñòè ÑÏáÃÏУ. Íàóêà è îáðàçîâàíèå. 2010. ¹ 2-2 (100). Ñ. 165-171.

1 Ýêîíîìè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ïîëèòè÷åñêàÿ ýêîíîìèÿ. Ò. 1. / Ãë. ðåä. À.Ì. Ðóìÿíöåâ. Ì.: Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, 1972. Ñ. 554.
2 Ñì.: Áëþìèí Ñ.Ë. è äð. Ýêîíîìè÷åñêèé ôàêòîðíûé àíàëèç. Ëèïåöê: ËÝÃÈ, 2004. - 148 ñ.
3 Ñì., íàïðèìåð: Ïèñàðåâ È.Þ. Âàæíîå è àêòóàëüíîå íà÷èíàíèå // Âîïðîñû ýêîíîìèêè. 1956. ¹ 6. Ñ. 152; Ïåðåãðóäîâ Â.Í. Ðàçëîæåíèå

àáñîëþòíûõ ïðèðîñòîâ ïî ôàêòîðàì // У÷åíûå çàïèñêè ïî ñòàòèñòèêå. 1959. Ò. V. C. 70; Êàçèíåö Ë.Ñ. Òåîðèÿ èíäåêñîâ. Ì.: Ãîññòàòèçäàò,
1963. Ñ. 158; Ðàÿöêàñ Ð.Ë., Ïëàêóíîâ Ì.Ê. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç â ýêîíîìèêå. Ì.: Íàóêà, 1987. Ñ. 135-136 è äð.

4 Ñì.: Âèíîãðàäîâà Í.Ì. Î ïðèìåíåíèè èíäåêñîâ â àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ // У÷åíûå çàïèñêè ïî ñòàòèñòèêå, 1963. Ò. VII. C. 213.
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Ïðè÷èíà íåóäà÷ ïî ðàçäåëåíèþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
ìåæäó âûçâàâøèìè åãî ôàêòîðàìè â îñíîâíîì îáóñ-
ëîâëåíà ñîïîñòàâëåíèåì çíà÷åíèé à è b, èìåþùèõ ëè-
íåéíóþ ðàçìåðíîñòü (íàïðèìåð, ìåòðû), ñî çíà÷åíèåì
ïðîèçâåäåíèÿ ab, âûðàæàþùåãî ïëîùàäü (ìåòðû â êâàä-
ðàòå). Äàííûå âåëè÷èíû, êàê ïðàâèëî, íåñîèçìåðèìû è
íåñîïîñòàâèìû, ïîýòîìó ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ íåîïðå-
äåëåííîé è íå ïîëó÷èëà ðåøåíèÿ. Ïîëîæèòåëüíûé ïîä-
õîä ñâÿçàí ñ âûÿñíåíèåì ñóùíîñòè ÿâëåíèÿ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè ìåòîäà ïî òî÷íîìó è
îäíîçíà÷íîìó îïðåäåëåíèþ äîëè âëèÿíèé êàæäîãî â
îòäåëüíîñòè ôàêòîðà íà ðåçóëüòèðóþùèé ïîêàçàòåëü
(îáùèé ïðèðîñò - iz). Àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïîëó÷èòü àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äî-
ñòèãàåòñÿ îäíîçíà÷íûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ äîëåé îñ-
òàòî÷íîãî ÷ëåíà è èõ ó÷àñòèå â îïðåäåëåíèè ïðèâåäåí-
íûõ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ. Àëãîðèòì ïîçâîëèò ðàçëî-
æèòü ïðèðàùåíèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ íà ðàâíîå ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé êîëè÷å-
ñòâî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ. Êàæäîå ñëàãàåìîå äîë-
æíî îáëàäàòü îäíîðîäíûìè ïðèçíàêàìè, è êàæäîå èç
íèõ ñîäåðæèò òîëüêî åìó ïðèñóùóþ âåëè÷èíó âëèÿ-
íèÿ íà ðåçóëüòèðóþùèé ïîêàçàòåëü. Âîïðîñ êàñàåòñÿ
óñòàíîâëåíèÿ ïðàâèë ïî îïðåäåëåíèþ äîëåé íåçàâèñè-
ìûõ ñëàãàåìûõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ôîðìèðó-
åòñÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà ïî îïðåäåëåíèþ
äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðèíèìàåì óñëîâèå î íåçà-
âèñèìîñòè îïðåäåëÿþùèõ åãî ÷àñòåé. Êàæäàÿ äîëÿ
âêëþ÷àåò òîëüêî îäíîðîäíûå è îäíîïîðÿäêîâûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå. Â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà ïðèíè-
ìàåì óñëîâèå îá îãðàíè÷åíèè åãî âåëè÷èíû êîíêðåò-
íûìè ãðàíèöàìè, âûõîä çà êîòîðûå íåäîïóñòèì.

Ñîáëþäåíèå íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ
ïðèíèìàåì çà âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ äîñòîâåðíîñòè ïî
îïðåäåëåíèþ äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðàç-
ëîæåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (äîïîëíèòåëüíîãî ïðèðîñ-
òà) ìåæäó ôàêòîðàìè ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ
äîñòîâåðíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè à è b, äè-
àãîíàëü êîòîðîãî d ðàâíà √( a2 + b2). Íà ýòîé äèàãîíàëè
ñòðîèì êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà: a2 + b2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü êâàäðàòà ïîäåëåíà êðèâîé ëè-
íèåé L íà ÷àñòè a2 è b2, òî åñòü ïëîùàäü êâàäðàòà ñêëà-
äûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé â îòíîøåíèè a2/ b2. Ïåðåä íàìè
äåëåíèå ïëîùàäè (ïðîèçâåäåíèÿ d×d) íà äâå ÷àñòè, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ îòðàæàåò âåëè÷èíó òîëüêî îäíîðîäíî-
ãî ôàêòîðà. Íî êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò
ñòîðîíó êâàäðàòà. Â îáùåì ñëó÷àå ïëîùàäü ïðÿìîó-
ãîëüíèêà äåëèòñÿ â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è ïëîùàäü

êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé √(a2 + b2), òî åñòü â òîì æå ñà-
ìîì îòíîøåíèè. Ðàçäåëåíèå ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà
(êàê è êâàäðàòà) íà îñíîâå òåîðåìû Ïèôàãîðà ìåæäó
åãî ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè (a2/b2) âîçìîæíî òîëüêî îä-
íèì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíèÿ
L ïðîõîäèò èç îäíîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíèêà ê ïðîòèâî-
ïîëîæíîìó. ×àñòü ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðèëåãà-
þùàÿ ê ñòîðîíå a, ðàâíà Sa = a2b2/(a2 + b2) (4); ïðèëå-
ãàþùàÿ ê ñòîðîíå b ðàâíà Sb = b2ab/(a2 + b2) (5); ñóììà
ýòèõ ïëîùàäåé îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà5. Äîëè ïëîùàäè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îïðåäåëåíû òî÷-
íî è îäíîçíà÷íî: îäíà ÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà òîëüêî
a2, äðóãàÿ - b2.

Ïðîïîðöèþ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ïëîùàäü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (ab) îòíîñèòåëüíî ñóììû
êâàäðàòîâ (a2 + b2), ïðèíèìàåì çà àëãîðèòì. Äëÿ äâóõ-
ôàêòîðíîé ôóíêöèè îí ðàâåí: Àë = ab/(a2 + b2) (6) è
ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïå-
ðàöèé. У÷òåì ñëåäóþùèé ìîìåíò: a è b - íåçàâèñè-
ìûå ïåðâè÷íûå âåëè÷èíû, ïîýòîìó è ïåðåõîä êî âòî-
ðè÷íûì: îò a ê a2 è îò b ê b2 - âûðàæàåò îäíîðîäíûå
÷ëåíû îäíîãî ñåìåéñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, è îòíîøåíèÿ:
n = a/b è n2 = a2/b2 - îñòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíà-
ìè. Çàìåíèâ â âûðàæåíèè (6) a íà nb, ïðèäàäèì ôîð-
ìóëå àëãîðèòìà ïðîñòîé è èçÿùíûé âèä: Àë = n/(n2 +
+ 1). Ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìóëà âûðàæàåò íåçàâèñèìîå
îòíîøåíèå, â êîòîðîì a è b íåîäíîðîäíû, òî åñòü íå
ïîäëåæàò ñóììèðîâàíèþ.

Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû àëãîðèòìà (6), îí õàðàê-
òåðèçóåò óäåëüíûé âåñ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (ïðÿìîóãîëü-
íèêà) îòíîñèòåëüíî äîëåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà
ñìåæíûõ ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà. ×èñëèòåëü àëãî-
ðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåãåîìåòðè÷åñêîé âåëè÷èíîé ïî îò-
íîøåíèþ ê êâàäðàòàì (a2 è b2), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãðà-
íèöó ñóùåñòâîâàíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (a2 ≤ |ab| ≤ b2),
ïðåäñòàâëÿÿ ïîðÿäêîâîå îòíîøåíèå. Ïðåäëîæåííîå
ðàçäåëåíèå åñòü åäèíñòâåííî îáîñíîâàííîå ðåøåíèå,
ïîñêîëüêó îäíà ÷àñòü ïëîùàäè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà òîëüêî a2, à äðóãàÿ - òîëüêî b2. Ïðè ýòîì
îñòàòî÷íûé ÷ëåí íàõîäèòñÿ â ãðàíèöàõ âåëè÷èí, îòâå-
÷àþùèõ çà åãî ðàçäåëåíèå è ÷åòêî îïðåäåëÿþùèõ åãî
ìåñòîïîëîæåíèå.

Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ a è b äîëè îñòàòî÷íî-
ãî ÷ëåíà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áåç âñÿ-
êîãî îñòàòêà íà îñíîâå ïðàâèë ýëåìåíòàðíîé ìàòåìà-
òèêè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëåäñòâèå, âû-
òåêàþùåå èç òåîðåìû Ïèôàãîðà: êàê îòíîøåíèå a2/b2,
òàê è îòíîøåíèå ab/(a2 + b2) ïðåäñòàâëÿþò áåçðàçìåð-
íûå è ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, îòíîñÿùèåñÿ êî âñåì
âèäàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìî-
ãî ïðèçíàêà ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ñ äâóìÿ íåñìåøè-

5 Ðàñêðûòèå äàííîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíî â ñòàòüå:  Îðëîâ À.Â. Ñòåïåííîé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïðèðîñòà ìåæäó
âûçâàâøèìè åãî ôàêòîðàìè // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå âåäîìîñòè ÑÏáÃÒУ. 2007. ¹ 3 (51). Ñ. 193-204.
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âàþùèìèñÿ æèäêîñòÿìè. Êàæäàÿ èç íèõ ðàñòåêàåòñÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ïëîùàäè îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà (CC1D1D) è ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò åå âñþ. Ãðàôè÷åñ-
êàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîöåññà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå,
êîòîðûé îòðàæàåò ñóòü ïðîèñõîäÿùåãî ïðîöåññà: ïî-
íÿòèå «îñòàòî÷íûé ÷ëåí» ïðèîáðåòàåò íàãëÿäíîñòü.

äàåòñÿ âûïîëíåíèåì êðèòåðèÿ äîñòîâåðíîñòè: äåëåíèå
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîèñõîäèò â îòíîøåíèè íåçàâèñè-
ìûõ âåëè÷èí: a2 è b2, à åãî âåëè÷èíà ab îãðàíè÷åíà
«ñíèçó» è «ñâåðõó» êâàäðàòàìè a2 è b2 êàê ñðåäíåãåî-
ìåòðè÷åñêîé âåëè÷èíîé â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êâàäðàòàìè a2 è b2, âêëþ÷àåò
ìíîæåñòâî ÷èñåë, íî òîëüêî îäíî èç íèõ ñîîòâåòñòâó-
åò çíà÷åíèþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïðèíÿòîå óñëîâèå óäîâ-
ëåòâîðÿåò âàæíåéøåìó òðåáîâàíèþ ê äîêàçàòåëüñòâó:
îíî îáîçðèìî è âîñïðîèçâîäèìî.

Àëãîðèòì êàê ôîðìà ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñòðàòàãåìó äåéñòâèÿ. Îí ïðåäñòàâëÿåò îá-
ùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ïî îäíîìó è òîìó
æå ïëàíó ëþáóþ èç çàäà÷ îïðåäåëåííîãî êëàññà, â äàí-
íîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ íà îäíîðîäíûå
è ñîïîñòàâèìûå ñëàãàåìûå, ðàâíûå êîëè÷åñòâó ñîìíî-
æèòåëåé. Äîñòîâåðíîñòü äîëæíà áûòü ïîëíîé è îêîí-
÷àòåëüíîé, è òî, ÷òî âåðíî äëÿ ab, äîëæíî áûòü âåðíî
è äëÿ äðóãèõ ôóíêöèé.

Íàéäåííûå äîëè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîçâîëÿþò çàê-
ëþ÷èòü, ÷òî åãî ïëîùàäü ïðåäñòàâëÿåò íå ìåõàíè÷åñ-
êîå ñîåäèíåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí (ab), êàê
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, à îáðàçóåòñÿ èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ
äîëåé, ñîäåðæàùèõ êîíêðåòíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîåì
ñîñòàâå. Ïðîèñõîäèò íå ñìåøèâàíèå äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ (ðàçíîðîäíûõ) âåëè÷èí, à èõ ïðèñîåäèíåíèå äðóã
ê äðóãó. Ïîäòâåðæäåíèåì òàêîãî ìåòîäà ñëóæèò ïîëî-
æåíèå, ÷òî â îñíîâå óìíîæåíèÿ ëåæèò ñëîæåíèå êàê
áîëåå ïðîñòîå è èñõîäíîå äåéñòâèå. Ôàêòè÷åñêè ÷àñòè
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà «ïðèêðåïëÿþòñÿ» ê ñâîåìó îäíî-
ðîäíîìó ôàêòîðó.

Ïåðåéäåì îò îïèñàíèÿ ìîäåëè ðåøåíèÿ ê âûÿñíå-
íèþ ñòðóêòóðíûõ çàêîíîìåðíîñòåé.

Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå â âèäå ïðåäñòàâëåíèÿ ïëî-
ùàäè (ïðîèçâåäåíèÿ), ñîñòîÿùåé èç äâóõ íåîäíîðîä-
íûõ ÷àñòåé, âûõîäèò çà ðàìêè ñîáñòâåííî ìàòåìàòèêè
è îáðàùàåòñÿ ê ñóòè ñàìîãî ÿâëåíèÿ (ïðèíöèï êîíñò-
ðóêòèâèçìà è ñòðóêòóðàëèçìà, ÷òî îçíà÷àåò: ïðîñòî
÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, à åñòü âçàèìîñâÿçàííûå è âçàè-
ìîîáóñëîâëåííûå ñòðóêòóðû). Ðåøåíèå ñâÿçàíî ñ ëî-
ãè÷åñêèì ñêà÷êîì - ñ ïåðåõîäîì îò êîëè÷åñòâåííîãî
èñ÷èñëåíèÿ ê êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ÿâëåíèÿ, è îò ìà-
òåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé òðåáóåòñÿ íå òîëüêî ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî, íî è âîçìîæíîñòü íàãëÿäíîãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè óñëîæíÿþùåéñÿ
çàäà÷è ïðèøëîñü êîíñòðóèðîâàòü íîâóþ ñèñòåìó ïî-
íÿòèé: îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ÷ëåíû ïðîèçâåäå-
íèÿ, ïåðåõîä îò ëèíåéíîé ðàçìåðíîñòè ê ðàçìåðíîñòè
ïëîùàäåé è îáúåìîâ. Îòñþäà âûâîä: ðàññìîòðåíèå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì íå îñíîâûâàåòñÿ íà ýëåìåí-
òàðíûõ î÷åâèäíîñòÿõ, îíî ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðàëèç-
ìîì, à èìåííî ñ ïîñòèæåíèåì ñòðóêòóðíîé ñóòè îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà. Ðå÷ü èäåò î ôîðìå ñèìâîëè÷åñêîãî âû-
ðàæåíèÿ - ôîðìóëå ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ; î çàìåíå
âûðàæåíèÿ (àb), âîçíèêàþùåãî íåïîñðåäñòâåííî â ðå-

Ðèñóíîê. Îáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ äîëåé îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà

Ñêîíñòðóèðîâàí îáúåêò, èìåþùèé ïðîçðà÷íûé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îòêðûâàåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñà-
ìîãî ÿâëåíèÿ - êàðòèíó ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
ìåæäó âûçâàâøèìè åãî ôàêòîðàìè.

Ïëîùàäü CLD1D = a2 ab/(a2 + b2), à ïëîùàäü CC1LD1 =
= b2 ab/(a2 + b2), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ïðîäîëæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîðîâ: ix×Ix0
è iy×Iy0, ÷òî íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê; ïðè ýòîì
Ix0 è Iy0, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíû åäèíèöå. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ â òåìïàõ ïðèðîñ-
òà ñîñòàâÿò: iïð

x = ix + ix
3 iy /( ix

2 + iy
2) (7), iïð

y = iy + ixiy
3 /

/(ix
2 + iy

2) (8) ïðè iz= iïð
x + iïð

y. Òîëüêî ñóììà îäíîðîä-
íûõ âåëè÷èí áóäåò îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîèç-
âåäåíèþ ñîìíîæèòåëåé. Â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå «÷èñëà-ïðîèçâåäåíèÿ» ÷åðåç ñóììó
îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëè÷åñòâó
ñîìíîæèòåëåé.

Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêè áåçóïðå÷íî è
ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíî.

Ôîðìóëà àëãîðèòìà ïîëó÷åíà íà îñíîâå ÿñíîãî ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ è ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäå-
íèå ìîæíî îáîñíîâàííî ðàçëîæèòü íà ñóììó ñëàãàå-
ìûõ áåç îñòàòêà ïðè ñîáëþäåíèè íåîáõîäèìîãî è äîñ-
òàòî÷íîãî ïðèçíàêîâ (âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ äîñòîâåð-
íîñòè). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü ëþáîå ÷èñëî-
ïðîèçâåäåíèå ÷àñòüþ îáùåé ñèñòåìû, êîòîðàÿ âêëþ-
÷àåò êîìïîíåíòû (íà÷àëüíûå è ïîñëåäóþùèå), èõ ðàç-
íîñòü â âèäå ôàêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ôàêòîðîâ -
îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ ïîäòâåðæ-

Ñ1

Ñ

D1

D
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çóëüòàòå ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èç îïèñàíèÿ ñõåìû, äðó-
ãèì âûðàæåíèåì: (àïð + âïð), óäîâëåòâîðÿþùèì îïðå-
äåëåííûì òðåáîâàíèÿì ñòðîãîñòè è ÿñíîñòè, íî â òî
æå âðåìÿ îñòàâàÿñü ýêâèâàëåíòíûì ïåðâîìó ïî ñâîåé
ñóòè è çíà÷èìîñòè.

Ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ äîëæåí áûòü
ìàòåìàòè÷åñêè è ëîãè÷åñêè áåçóïðå÷åí: â ïðåäñòàâëåí-
íîì ðåøåíèè èìååò ìåñòî ïåðåõîä îò ëèíåéíîé ðàç-
ìåðíîñòè èñ÷èñëåíèÿ ê èñ÷èñëåíèþ ïëîùàäåé è îáúå-
ìîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîôàêòîðíûõ ôóíêöèé.

Âûâîä î÷åâèäåí: ÷åì ãëóáæå èäåÿ, òåì òðóäíåå åå
ïîñòèãíóòü. Ðåàëüíîñòü òàêîâà: èìååò ìåñòî âûðàæå-
íèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé òåì æå ñàìûì
÷èñëîì ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëü-
êî åìó ïðèñóùèå îäíîðîäíûå ÷ëåíû.

Ñîãëàñíî ïðåäëàãàåìîìó ìåòîäó, ïðè èñ÷èñëåíèè
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà á. ì. â. âûñòóïàþò íå êàê ïåðåìåí-
íûå è íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, ê êîòîðûì íå ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, à êàê îáû÷íûå
îùóòèìî-êîíêðåòíûå âåëè÷èíû (ãëàâíîå óñëîâèå íå-
ñòàíäàðòíîãî àíàëèçà). Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îáåñ-
ïå÷èâàåò óòî÷íåíèå îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïðè ïå-
ðåõîäå îò ñîìíîæèòåëåé ê ñóììå ñëàãàåìûõ.

Ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ êîíñòðó-
èðîâàíèåì íîâîãî îáúåêòà, íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè åäèíîãî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
íå ñóùåñòâóåò, à åñòü äâå íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà
âåëè÷èíû - äîëè, ñóììû êîòîðûõ è îïðåäåëÿþò âåëè-
÷èíó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïëîùàäü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
êà÷åñòâå åäèíèöû ðàçìåðíîñòè èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
êâàäðàòà, ìåæäó òåì êàê ñòîðîíû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
(ïðÿìîóãîëüíèêà) èìåþò äðóãóþ åäèíèöó ðàçìåðíîñ-
òè - äëèíó.

Êðèòåðèåì äîñòîâåðíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà
âûñòóïàåò òðåáîâàíèå ïî ïðåäñòàâëåíèþ ïîëíîãî ïðè-
ðîñòà (∆z èëè iz) â âèäå ñóììû ïðèâåäåííûõ ôàêòîðîâ
êàê íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí áåç îñòàòêà, òî åñòü áåç êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé è èñïîëüçîâà-
íèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèñîå-
äèíåíèå äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ê ôàêòîðàì è áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü èõ ïðèâåäåííûì çíà÷åíèÿì.

Ìåòîä äîëæåí îñòàâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûì âíå çàâè-
ñèìîñòè îò:

- àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé àíàëèçèðóåìûõ âåëè÷èí;
- êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ ôàêòîðîâ;
- îäíî- èëè ðàçíîíàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ;
- òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ (îãðàíè÷èâàåòñÿ âîçìîæíî-

ñòÿìè èçìåðåíèÿ).
Ïðè îïðåäåëåíèè äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà âûïîë-

íåíèå ýòèõ òðåáîâàíèé îáÿçàòåëüíî. Ðåçóëüòàò äåëåíèÿ
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îòðàæàåò àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ
ôàêòîðîâ, à ðàâåíñòâî ôàêòîðîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðà-
âåíñòâîì äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Íà îñíîâå àëãîðèòìà îêàæåòñÿ âîçìîæíûì ýôôåê-
òèâíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ ïðè åå ñóùåñòâî-

âàíèè ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, òî åñòü îäíîçíà÷íî
è îáîñíîâàííî ðàçëîæèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìåæäó âûç-
âàâøèìè åãî ôàêòîðàìè è îò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîð-
ìû ïåðåéòè ê àääèòèâíîé ñ òåì æå ñàìûì ÷èñëîì ñëà-
ãàåìûõ. Â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñ-
òè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðè-
ìåðû.

Ïðèìåð 1. Äàíî ÷èñëî à, êîòîðîå ïðåäñòàâèì ïðîèç-
âåäåíèåì: 1×à (îñòàòî÷íûé ÷ëåí): ix = 1 è iy = a (ôàêòî-
ðû). Ïî ôîðìóëå: iz= ix+ iy+ ixiy íàõîäèì: iz= 1 + a + a =
= 1 + 2a, ïðè: iïð

x = 1 + a/(1 + a2); iïð
y = a + aa2/(1 + a2),

à èõ ñóììà ðàâíà: iz = iïð
x + iïð

x = 1 + 2a.

Ïðèìåð 2. Äàíî Iz = Ix Iy, ãäå òåìïû ðîñòà ïîëîæè-
òåëüíû: Ix = 1,2; Iy = 1,4; Iz = 1,68. Òåìïû ïðèðîñòà è
îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: iz = 0,68;
ix = 0,2; iy = 0,4; ixiy = 0,08, òî åñòü 0,68 = 0,2 + 0,4 +
+ 0,08. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä: 0,04;
0,08; 0,16 (i2

x, ixiy, i2
y), ïðè çíàìåíàòåëå ïðîãðåññèè

q = 2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé:
iïð

x = ixiyi2
x/(i2

x+ i2
y) è iïð

y = ixiyi2
y/(i2

x+ i2
y), íàõîäèì èõ

÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
iïð

x = 0,2 + 0,08 × 0,04/(0,04 + 0,16) = 0,216;
iïð

y = 0,4 + 0,08 × 0,16/(0,04 + 0,16) = 0,464;
iz = iïð

x + iïð
y = 0,216 + 0,464=0,68.

Ïðèìåð 3. Äàíî Iz = Ix Iy, ãäå òåìïû ðîñòà îòðèöà-
òåëüíû: Ix = 0,8; Iy = 0,6; Iz = 0,48. Òåìïû ïðèðîñòà è
îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: iz = - 0,52;
ix = - 0,2; iy = - 0,4; ixiy = 0,08, òî åñòü - 0,52 = - 0,2 -
- 0,4 + 0,08. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä:
0,04; 0,08; 0,16. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåííûõ çíà-
÷åíèé, íàõîäèì èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

iïð
x = - 0,2 + 0,08 × 0,04/(0,04 + 0,16) = - 0,184;

iïð
y = - 0,4 + 0,08 × 0,16/(0,04 + 0,16) = - 0,336;

iz = iïð
x + iïð

y = (- 0,184) + ( - 0,336) = - 0,52.

Ïðèìåð 4. Äàíî Iz = Ix Iy, ãäå òåìïû ðîñòà ðàçíîíàï-
ðàâëåíû: Ix = 0,8; Iy = 1,4; Iz = 1,12. Òåìïû ïðèðîñòà è
îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: iz = 0,12;
ix = - 0,2; iy = 0,4; ixiy = - 0,08, òî åñòü 0,12 = - 0,2 +
+ 0,4 - 0,08. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä:
0,04; 0,08; 0,16. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåííûõ çíà-
÷åíèé, íàõîäèì èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

iïð
x = - 0,2 - 0,08 × 0,04/(0,04 + 0,16) = - 0,216;

iïð
y = 0,4 - 0,08 × 0,16/(0,04 + 0,16) = 0,336;

iz = iïð
x + iïð

y = - 0,216 + 0,336 = 0,12.
Ïðè ôàêòîðàõ, èçìåíÿþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
ïîä÷èíåí îáùåìó ïðàâèëó.

Ïðèìåð 5. Äàíî Iz = Ix Iy, ãäå òåìïû ðîñòà ðàçíîíàï-
ðàâëåíû, à òåìïû ïðèðîñòà ñðàâíèìû ñ òåìïàìè ðîñ-
òà: Ix = -1,0; Iy = 2,0; Iz = -2,0. Òåìïû ïðèðîñòà è îñòà-
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òî÷íûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: iz = -3,0; ix = -2,0;
iy = 1,0; ixiy = -2,0, òî åñòü -3,0 = -2,0 + 1,0 - 2,0. Ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä: 4; |2|; 1. Èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé, íàõîäèì èõ ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ:

iïð
x = - 2,0 � 2,0 × 4/5 = -3,6;

iïð
y = 1,0 � 2,0 × 1/5 = 0,6;

iz = iïð
x + iïð

y = - 3,6 + 0,6 = -3,0.

Èñõîäÿ èç ìåòîäèêè ðàçëîæåíèÿ äëÿ äâóõìåðíîé
ôóíêöèè, íåñëîæíî âûâåñòè àëãîðèòìû äëÿ ôóíêöèé
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èäóò âîñëåä ïðåä-
øåñòâóþùèì. Äëÿ òðåõôàêòîðíîé ìîäåëè îí ïðèîáðå-
òàåò âèä: Àë3= ixiyiz/(ix

3+ iy
3+ iz

3) - îòíîøåíèå ïàðàëëåëå-
ïèïåäà ê êóáàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð. Â òåìïàõ ðî-
ñòà òðåõôàêòîðíàÿ ìîäåëü èìååò âèä: Iw =IxIyIz. Â òåì-
ïàõ ïðèðîñòà ïîëó÷àåì:

    iw = ix + iy + iz+ ixiy +ixiz + iyiz + ixiyiz, (9)

ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (7) è (8) ïîëó÷àåì òðåõ÷ëåí-
íóþ ôîðìóëó: iw = iïð

x+ iïð
y+ iïð

z, ãäå iïð
x, iïð

y, iïð
z - ïðèâå-

äåííûå çíà÷åíèÿ òåìïîâ ïðèðîñòà òðåõôàêòîðíîé ìî-
äåëè íàõîäÿòñÿ èç âûðàæåíèé:

iïð
x= ix+ixiy            + ixiz            + ixiyiz                 ; (10)

iïð
y= iy+ixiy            + iyiz            + ixiyiz                 ; (11)

iïð
z=iz+ixiz            + iyiz            + ixiyiz                  . (12)

Ïðèìåð 6. Äàíî Iw = Ix Iy Iz, ãäå òåìïû ðîñòà ðàçíî-
íàïðàâëåíû: Ix = 1,2; Iy = 0,7; Iz = 1,5; Iw = 1,26. Òåìïû
ïðèðîñòà è îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
iw = 0,26; ix = 0,2; iy = - 0,3; iz = 0,5; ixiy = - 0,06;
ixiz = + 0,1; iyiz = - 0,15; ixiyiz = -0,03, òî åñòü 0,26 =
= 0,2 � 0,3 + 0,5 � 0,06 + 0,1 � 0,15 � 0,03. Ïîäñòàâèâ
ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ òåìïîâ ïðèðîñòà â ôîðìóëû (10) -
(12), ïîëó÷èì:

iïð
x = 0,2 � 0,0184615 + 0,0137931 � 0,002264 =

= 0,193065;
iïð

y = - 0,3 � 0,041534 � 0,039706 + 0,00764 =
= - 0,3736;

iïð
z = 0,5+ 0,086207 � 0,110294 � 0,035378 =

= 0,440535;
iw = 0,193068 � 0,3736 + 0,440535 = 0,26.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì àëãîðèòìà äëÿ òðåõ-
ôàêòîðíîé ôóíêöèè íàõîäèì àëãîðèòì äëÿ ÷åòûðåõ-
ôàêòîðíîé ôóíêöèè: Àë4  =  ixiyiziv/(i4x + i4y + i4z + i4v),
êîòîðûé âûñòóïàåò âîñëåä ïðåäøåñòâóþùåìó Àë3 ïðè
ñîõðàíåíèè îäíîïîðÿäêîâîñòè.

Îäíîïîðÿäêîâîñòü äîñòèãàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ó÷åòà
ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ (òî
åñòü çà ñ÷åò ñîäåðæàòåëüíîé ñòîðîíû ÿâëåíèÿ), äî-
ïîëíÿþùèõ è êîíêðåòíî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñëàãàåìûå ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò ñðàâíåíèå è ñîïîñòàâëåíèå àíàëèçèðóå-
ìûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, äëÿ òðåõôàêòîðíîé ôóíêöèè
ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðà iïð

x, ñ ó÷åòîì íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ, èìåþò âèä:

iïð
x= Iy0Iz0 ix + Iz0ix

2           + Iy0ix
2          + ix

3

 Çäåñü êàæäàÿ äîëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ñîñòîèò èç
îäíîðîäíûõ è îäíîïîðÿäêîâûõ ÷àñòåé, ÷òî äåëàåò èõ
ñðàâíèìûìè è ñîïîñòàâèìûìè. Ýòî ïðèäàåò ìåòîäó
óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, à ó÷åò êîýôôèöèåíòà ïåðåä
àëãîðèòìîì â ïîêàçàòåëüíîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé, ïîçâîëÿåò íàçâàòü ïðåä-
ëîæåííîå ðåøåíèå ñòåïåííûì ìåòîäîì.

Ñïîñîáíîñòü ñòåïåííîãî ìåòîäà ðàñêëàäûâàòü îñ-
òàòî÷íûé ÷ëåí íå òîëüêî äëÿ äâóõ- èëè òðåõôàêòîðíîé
ôóíêöèè, íî è äëÿ ìíîãîìåðíûõ - ïîäòâåðæäàåò óíè-
âåðñàëüíûé õàðàêòåð ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ðåøåíèå
ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèâåäåíèþ n-ìåðíîé
ôóíêöèè ê äâóõ÷ëåííîìó óðàâíåíèþ. Ïåðåõîä îò n-ìåð-
íîé ôóíêöèè ê n +1-ìåðíîé ôóíêöèè îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ïðåäøåñòâóþùåãî àëãîðèòìà, ó÷èòûâàþ-
ùåãî ïðîèñøåäøåå èçìåíåíèå. Äîñòîèíñòâî ýòîãî ìå-
òîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îäíî-
çíà÷íîå ðåøåíèå ïî ðàçëîæåíèþ ïîëíîãî ïðèðîñòà ìåæ-
äó ôàêòîðàìè. Äâóõôàêòîðíàÿ ôóíêöèÿ îñòàåòñÿ îñíîâ-
íîé èëè íà÷àëüíîé äëÿ ïîñëåäóþùèõ ôóíêöèé. Ëþáîå
ïðîèçâåäåíèå èç n ñîìíîæèòåëåé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà n
îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî ïðåä-
ëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü äîïîëíèòåëüíûé
ïðèðîñò ïî ôàêòîðàì ïîëíîñòüþ áåç êàêîãî-ëèáî îñ-
òàòêà è ïðåäïî÷òåíèÿ ñ íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè. Âûðàæåíèÿ (7), (8), (10), (11), (12) óäîâëåòâî-
ðÿþò òðåáîâàíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè âíå çàâèñè-
ìîñòè îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â
ôîðìóëû (1) èëè (2), à òàêæå èõ îäíî- èëè ðàçíîíàï-
ðàâëåííîñòè6.

Äëÿ èëëþñòðàöèè æèçíåñïîñîáíîñòè ôîðìóë (7) è
(8) âîñïîëüçóåìñÿ ïðèìåðîì èç êíèãè Ã.Â. Êîâàëåâñ-

6 Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà, íàïðèìåð, ïðè ðàçäåëå ñïîðíîé ïëîùàäè èëè îáúåìà, òî åñòü îíà ìîæåò áûòü
âîñòðåáîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð äëÿ ðàçäåëà àêâàòîðèè Êàñïèéñêîãî ìîðÿ.
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êîãî «Èíäåêñíûé ìåòîä â ýêîíîìèêå»7 (îáîçíà÷åíèÿ
àâòîðà ïðèìåðà).

Ïðèìåð 7. ×èñëî ðàáî÷èõ (Ò) â áàçîâîì ïåðèîäå
ñîñòàâëÿëî 1200 ÷åëîâåê, à âûðàáîòêà (V) íà îäíîãî
ðàáîòíèêà - 50 òîíí óãëÿ. Â ïîñëåäóþùåì ÷èñëî ðàáîò-
íèêîâ ñîêðàòèëîñü äî 1000 ÷åëîâåê, à âûðàáîòêà ñîñòà-
âèëà 40 òîíí. Äîïîëíèòåëüíûé ïðèðîñò (íåðàçëîæèìûé
îñòàòîê) íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ: (T1 - T0)×(V1 - V0) =
= (-200)×(-10) = 2000 òîíí. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðå-
çóëüòàòà àâòîð êîíñòàòèðóåò: «Îäíàêî åùå íèãäå è íè-
êîìó íå óäàâàëîñü äîáûâàòü óãîëü òàêèì �îðèãèíàëü-
íûì� ñïîñîáîì». (Ðå÷ü èäåò î ïîëîæèòåëüíîì çíàêå
ïðèðîñòà.) Â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå ïðàâèëüíî. Ïîëî-
æèòåëüíîå çíà÷åíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà [(-∆t)×(-∆v)] -
«íå èñêóññòâåííî ñêîíñòðóèðîâàííàÿ âåëè÷èíà», êàê
ïîëàãàåò àâòîð ïðèìåðà, à âûðàæàåò ìãíîâåííûé ïåðå-
õîä T1 ê ñâîåìó áàçîâîìó (èñõîäíîìó) çíà÷åíèþ T0, à
âåëè÷èíû V1 ê V0. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàâøàÿñÿ ïëîùàäü
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (îòíîñèòåëüíî âñåãî ïîëîæèòåëüíî-
ãî òåëà - îáùåãî îáúåìà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè)
ïðåäñòàâëÿåò ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó. Ôàêòè÷åñêè
íèêàêîãî óìíîæåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íåò, à îñòà-
åòñÿ ïðîñòî ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (∆t×∆v) ïîñëå
èçúÿòèÿ èç îáùåé ïëîùàäè îòðèöàòåëüíûõ ôàêòîðîâ-
ïëîùàäåé (-∆tV0) è (-∆vT0). Â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæè-
òåëüíîå çíà÷åíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èìååò ÷åòêóþ ãðà-

ôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ÷òî ñëåäóåò èç çåðêàëüíîãî
îòðàæåíèÿ ôèãóðû, ïðåäñòàâëåííîé íà âûøåïðèâåäåí-
íîì ðèñóíêå.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû (¹ 1-7) ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî ðîëü êàæäîãî ôàêòîðà òî÷íî îïðåäåëåíà,
ïîýòîìó íåò îñíîâàíèé äëÿ îòäàíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îä-
íîìó èç íèõ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåðîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êà÷åñòâåííûé ôàêòîð óâåëè÷èëñÿ
íà 1%, à êîëè÷åñòâåííûé - íà 99%. Ñïðàøèâàåòñÿ, íà
êàêîì îñíîâàíèè âåñü äîïîëíèòåëüíûé ïðèðîñò (îñòà-
òî÷íûé ÷ëåí) äîëæåí áûòü îòíåñåí ê êà÷åñòâåííîìó
ôàêòîðó? Äðóãîé ñëó÷àé: îáà ôàêòîðà ðàâíîöåííû, êàê
ïîñòóïàòü â òàêîì ñëó÷àå?

Ïðèìåð 8 èç æóðíàëà «Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìåòîäû», ïðåäëîæåííûé Ñ.Ñ. Ëèïîâåöêèì â òàá-
ëèöàõ 1-38. Èñõîäíûå äàííûå çà íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé
ïåðèîäû äàíû àâòîðîì â òàáëèöå (îáîçíà÷åíèÿ àâòîðà
ïðèìåðà). Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ, ïîêàçûâàþùèå óäåëü-
íûé âåñ ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ â ðàçìåðå 43% è âòîðî-
ãî ïðåäïðèÿòèÿ â ðàçìåðå 57% â îáùåé âåëè÷èíå ïðî-
èçâåäåííîé ïðîäóêöèè. Ýòè äàííûå ïîëíîñòüþ ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè àáñîëþòíûìè çíà÷åíèÿìè
÷èñëåííîñòè è âûðàáîòêè êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî
ïðåäïðèÿòèé, òî åñòü êàæäîå èç íèõ âíîñèò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïîëîæèòåëüíûé âêëàä â îáùåå óâåëè÷åíèå
ïðîäóêöèè.

7 Êîâàëåâñêèé Ã.Â. Èíäåêñíûé ìåòîä â ýêîíîìèêå. Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà, 1989. Ñ. 110-111.
8 Ñì.: Ëèïîâåöêèé Ñ.Ñ. Ê äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ èíäåêñíîãî ìåòîäà // Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. 1989. Ò. 25. ¹ 1. Ñ. 153-154.

Ïðåäïðèÿòèÿ Ïðîäóêöèÿ, øòóê  ×èñëåííîñòü, ÷åëîâåê  Âûðàáîòêà, øò/÷åë. 

i  Q0i  Q1i  q0i  q1i  p0i  p1i 

1-å ïðåäïðèÿòèå 15000 20000 200 250 75,0 80,0 

2-å ïðåäïðèÿòèå  30000 40000 300 350 100,0 114,29 

Èòîãî  45000 60000 500 600 90,0 100,0 

 

Òàáëèöà
Èñõîäíûå äàííûå çà íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ïåðèîäû

Â òåìïàõ ïðèðîñòà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ è èõ ñîâìåñòíîãî âëèÿ-
íèÿ (iQ3):

iQ1
 = iq1 + ip1 + iq1ip1 = 0,25 + 0,0667 + 0,0166 =

= 0,3333;

iQ
2
 = iq2 + ip2 + iq2ip2 = 0,1667 + 0,1429 + 0,0237 =

= 0,3333;

iQ
3
 = iq3 + ip3 + iq3ip3 = 0,2 + 0,1111 + 0,0222 = 0,3333.

Ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ, ðàññ÷èòàííûå ïî
ôîðìóëàì (6) è (7), ðàâíû:

iQ
1

ïð = iq1
ïð + ip1

ïð = 0,2655 + 0,0678 = 0,3333;

iQ
2

ïð = iq2
ïð + ip2

ïð = 0,1804 + 0,1529 = 0,3333;

iQ
3

ïð = iq3
ïð + ip3

ïð = 0,21698 + 0,11635 = 0,3333.

Èç äàííûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì óäåëüíîå âëèÿíèå
(d) êàæäîãî ôàêòîðà íà èòîãîâûé ïîêàçàòåëü:

dq
1
 = (0,21698 � 0,1804) : (0,2655 � 0,1804) = 0,43,

èëè 43%;

dp
1
 = (0,1529 � 0,11635) : (0,1529 � 0,0678) = 0,43,

èëè 43%;
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dq
2
 = (0,2655 � 0,21698) : (0,2655 � 0,1804) = 0,57,

èëè 57%;

dp
2
 = (0,11635 � 0,0678) : (0,1529 � 0,0678) = 0,57,

èëè 57%.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà ïðèìåðà, îíè «ïîêàçûâàþò ñî-
äåðæàòåëüíî âåðíûå ðåçóëüòàòû: -0,49 = -1,59 + 1,1, òî
åñòü çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè âêëàä ïåð-
âîãî ïðåäïðèÿòèÿ â èçìåíåíèå ñðåäíåé âûðàáîòêè îò-
ðèöàòåëåí, âòîðîãî - ïîëîæèòåëåí». Â öåëîì, êàê ñëå-
äóåò èç ïðåäñòàâëåííîãî àâòîðîì ðàñ÷åòà, óâåëè÷åíèå
÷èñëåííîñòè íà îáîèõ ïðåäïðèÿòèÿõ óìåíüøàåò îáùèé
ðåçóëüòàò íà 49%.

Ïîäîáíûå ðàñ÷åòû ñ êîìïîíåíòàìè è ôàêòîðàìè
ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñàìè ïî ñåáå âû÷èñëèòåëüíûå îïå-
ðàöèè íå îòðàæàþò ðåàëüíîãî ïîëîæåíèÿ äåë. Òàêîé
ñëó÷àé êàê ðàç è èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîé ðà-
áîòå. Â íåé ïûòàþòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîëÿõ îáúåìà
ïðîäóêöèè, ðàâíûõ 0,333 - ó ïåðâîãî è 0,667 - ó âòî-
ðîãî ïðåäïðèÿòèÿ, îòíîñèòåëüíî âñåé ïðîèçâåäåííîé
ïðîäóêöèè, ñîîòíîøåíèå ñîñòàâèò íå 1 : 2, êàê ýòî ñëå-
äóåò èç äàííûõ çàäà÷è (20000 : 40000), à 0,45 ê 9,55, òî
åñòü 1 : 20?! Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò â ýòîì ñëó÷àå
ñòàë îðóäèåì ïî èñêàæåíèþ ðåàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêî-
ãî ÿâëåíèÿ, ïîñêîëüêó îí áûë îòîðâàí îò àíàëèçèðóå-
ìîé ìîäåëè. Ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ëîãàðèôìèðîâà-
íèÿ êîìïîíåíòîâ è ôàêòîðîâ çíà÷åíèÿ, íåñìîòðÿ íà âîç-
ìîæíî ôîðìàëüíî ïðàâèëüíûå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, íå èìåþò ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî
îáùåãî ñ ðåàëüíî ïðîèñõîäÿùèì ïðîöåññîì, à ïîýòî-
ìó è íå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû.

 Ïðè÷èíà íåñîñòîÿòåëüíîñòè ïðåäëàãàåìûõ â ëèòå-
ðàòóðå ìåòîäîâ è ñïîñîáîâ ðàçäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èíäåêñîâ îáóñëîâëåíà
òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî èç íèõ îñíîâàíî íå íà ðàçäåëå-
íèè âåëè÷èíû ñàìîãî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, à íà ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ òåìïàìè ðîñòà è òåìïàìè ïðèðî-
ñòà. Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü îáùåå ïðàâèëî, ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó óñïåõ â ðåøåíèè ïðîáëåìû ïðåäïîëàãàåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòðîåíèå ýêî-
íîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àíàëèç åå ïðîâåäåíèÿ
ñ èíòåðïðåòàöèåé ðåçóëüòàòîâ9.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî
ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñïðàâåäëèâ è ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàí íà ïðàêòèêå, äàæå åñëè ïðåäñòàâëåííîå îáî-
ñíîâàíèå âûãëÿäèò íåäîñòàòî÷íî ñòðîãèì è ïîëíûì.
Ñòåïåííîé ìåòîä öåíåí ñàì ïî ñåáå.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ïðèìåíåííûõ ðåñóðñîâ íà ðå-
çóëüòèðóþùèé ïîêàçàòåëü - ýòî ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûé

èòîãîâûé ïîêàçàòåëü: âàëîâîé ïðîäóêò (ÂÏ), ãîòîâûé
êîíå÷íûé ïðîäóêò (ÃÊÏ) èëè ÂÂÏ, âîñïîëüçóåìñÿ õî-
ðîøî èçâåñòíûìè êà÷åñòâåííûìè ïîêàçàòåëÿìè: ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ òðóäà è ôîíäîîòäà÷åé, êîòîðûå õà-
ðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðàáî÷åé
ñèëû (ÐÑ) è îñíîâíûõ ôîíäîâ (ÎÔ). Ðàáî÷àÿ ñèëà è
îñíîâíûå ôîíäû ïðåäñòàâëÿþò êîëè÷åñòâåííûå ïî-
êàçàòåëè. Ñðàâíåíèå ñóììàðíîãî âëèÿíèÿ, ñ îäíîé
ñòîðîíû, êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé, à ñ äðóãîé -
êà÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé íà ïðèðîñò èòîãîâîãî ïî-
êàçàòåëÿ, ïîçâîëèò îöåíèòü èõ ðîëü â âîñïðîèçâîä-
ñòâåííîì ïðîöåññå. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé (2) è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ðàâåíñòâà: Iâï = Iðñ ×
Iïò = Iîô × Iôî, êîòîðîå â òåìïàõ ïðèðîñòà ïðèìåò âèä: 1
+ iâï = (1 + iðñ) × (1 + iïò) = (1 + iôî) ×
× (1 + iîô). Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì äâà ðàâåíñòâà:
iâï = iðñ + iïò + iðñ iïò (13); iâï = iîô + iôî + iîô iôî (14).
Ïðîñóììèðîâàâ âûðàæåíèÿ (13) è (14), ïîëó÷èì íî-
âóþ çàâèñèìîñòü: 2iâï = iðñ + iïò + iðñ iïò + iîô + iôî +
+ iîô iôî (15). Â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷åíèÿìè îñòàòî÷íûõ
÷ëåíîâ (iðñ iïò) è (iîô iôî) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, êàê íà ïî-
ðÿäîê ìåíüøèõ ñàìèõ òåìïîâ ïðèðîñòà. Òîãäà ðàâåí-
ñòâî (15) ïðèìåò âèä: 2iâï ≅ iðñ + iïò + iîô + iôî (16),
êîòîðûé âïîëíå ïðèãîäåí äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè
âëèÿíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé
íà èòîãîâûé ïîêàçàòåëü. Íà îñíîâå çàâèñèìîñòè (16)
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ðàçäåëüíîå, òàê è ñîâî-
êóïíîå âëèÿíèå òîãî èëè èíîãî ôàêòîðà. Íàïðèìåð,
îáúåäèíèâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâåííûå ôàêòî-
ðû (ÐÑ è ÎÔ), à ñ äðóãîé - êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè
(ÏÒ è ÔÎ), ìîæíî îïðåäåëèòü èõ äîëþ â âîñïðîèç-
âîäñòâåííîì ïðîöåññå: dêîë1 ≅ (iðñ + iîô) / 2iâï (17)
dêà÷1 ≅ (iïò + iôî) / 2iâï (18), ãäå dêîë1 è dêà÷1 - ñîîòâåò-
ñòâåííî óäåëüíûé âåñ êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ
ôàêòîðîâ â ïðèðîñòå èòîãîâîãî ïîêàçàòåëÿ â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè.

Ôîðìóëû (17) è (18) ìîãóò áûòü çàìåíåíû áîëåå
òî÷íûìè çàâèñèìîñòÿìè dêîë2 ≅ (Iðñ × Iîô - 1) / 2iâï (19);
dêà÷2 ≅ (Iïò × Iôî - 1) / 2iâï (20). Èõ óòî÷íåíèå îñíîâàíî
íà äîïóùåíèè î ïðèìåðíîì ðàâåíñòâå ïàð ñîìíîæèòå-
ëåé ñ ó÷åòîì çíàêà: iðñ iïò ≅ iðñ iîô ≅ iîô iôî ≅ iôî iïò. Íî
áåçóïðå÷íî òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå áóäåò ïî-
ëó÷åíî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ Àëãîðèòìà - ñòåïåííî-
ãî ìåòîäà ïî ðàçëîæåíèþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ìåæäó ôàê-
òîðàìè, åãî âûçâàâøèìè. Íåîáõîäèìîñòü òî÷íîãî ðàç-
ëîæåíèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî àíàëèç ìîæåò îõâàòûâàòü
äëèòåëüíûé ïåðèîä, è â ýòîì ñëó÷àå îøèáêà èç-çà íåäî-
ó÷åòà äîëåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ñïîñîáíà ñóùåñòâåííî
ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò âñåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ãäå
óäåëüíûé âåñ êàæäîãî èç ïðèâåäåííûõ ôàêòîðîâ îï-

9 Ñì.: Êëåéíåð Ã.Á., Ïèîíòêîâñêèé Ä.È. Î äåòåðìèíèðîâàííîì àíàëèçå ñèñòåì ïîêàçàòåëåé // Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû.
1998. Ò. 34. ¹ 2.
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ðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóë: iïð
ðñ = iðñ + iïò iðñ i2

ðñ / ( i2
ðñ + i2

ïò)
(21); iïð

îô = iîô + iîô iôî i2
îô/ ( i2

îô + i2
ôî) (22); iïð

ôî = iôî +
+ iîô iôî i2

ôî / (i2
îô + i2

ôî) (23); iïð
ïò = iïò + iïò iðñ i2

ïò /
/(-i2

ðñ + i2
ïò) (24) (ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ â òîì ñìûñëå,

÷òî îíè ó÷èòûâàþò âëèÿíèå ôàêòîðîâ ñ ó÷åòîì äîëè
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà). Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ðàçëîæå-
íèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîçâîëÿåò íà îñíîâå ñòðîãî îáî-
ñíîâàííûõ äåéñòâèé òî÷íî âû÷èñëèòü äîëþ âëèÿíèÿ
êîëè÷åñòâåííîãî (dêîë) è êà÷åñòâåííîãî (dêà÷) ôàêòîðîâ
íà ïðèðîñò ðåçóëüòèðóþùåãî ïîêàçàòåëÿ: dêîë = (iïð

ðñ +
+ iïð

îô) / 2iâï (25);  dêà÷ = (iïð
ïò + iïð

ôî) / 2iâï (26).
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (25) è (26) â èõ ðàçâåðíóòîì

âèäå, òî åñòü ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (21 - 24), ìîæíî
ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðåäåëèòü âëèÿíèå êî-
ëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé íà ïðèðîñò
èòîãîâîãî ïîêàçàòåëÿ íà óðîâíå íàðîäíîãî õîçÿéñòâà,
îòäåëüíûõ îòðàñëåé, ãðóïï îáîðóäîâàíèÿ è ïðåäïðèÿ-
òèé. Â êà÷åñòâå îáîáùàþùåãî ïîêàçàòåëÿ âëèÿíèÿ ðå-
ñóðñîâ âûñòóïàåò çàâèñèìîñòü (25), à èõ ýôôåêòèâíî-
ñòè - çàâèñèìîñòü (26); ïî èõ çíà÷åíèÿì ìîæíî ñ áîëü-
øîé äîëåé òî÷íîñòè ñóäèòü î äîëå êîëè÷åñòâåííîãî è
êà÷åñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðèðîñò èòîãîâîãî ïîêàçà-
òåëÿ10.

 Íà îñíîâå ñòåïåííîãî ìåòîäà ïî ðàçëîæåíèþ äî-
ïîëíèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: àë-
ãîðèòì ïîçâîëèë ïîëó÷èòü îáùåå âûðàæåíèå èòîãî-
âîãî ïðèðàùåíèÿ (∆z èëè iz) â âèäå äâó÷ëåííîé (à ïðè
íåîáõîäèìîñòè è n-÷ëåííîé) ôîðìóëû. Îí íå çàâèñèò
îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, ïðåäñòàâëÿþùèõ îñ-
òàòî÷íûé ÷ëåí, à òàêæå îò èõ îäíî- èëè ðàçíîíàïðàâ-
ëåííîñòè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ñàì ïî ñåáå èìååò ïî-
çíàâàòåëüíóþ öåííîñòü; âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî îí îêà-
æåòñÿ âîñòðåáîâàííûì íå òîëüêî äëÿ ýêîíîìèêî-ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ îöåíêè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
(÷òî, áåçóñëîâíî, âàæíî), íî è â èíûõ îáëàñòÿõ è ñôå-
ðàõ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Âûâîäû.
1. Ñòåïåííîé ìåòîä îòêðûâàåò áîëåå øèðîêèå âîç-

ìîæíîñòè íàó÷íîãî àíàëèçà ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ÿâëå-
íèé.

2. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü è äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåí-
íîãî ìåòîäà àïðîáèðîâàíà íà öåëîì ðÿäå ðàçëè÷íûõ
ïðèìåðîâ.

3. Ïðåäñòàâëåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ñïîñîá ïîçâî-
ëÿåò ðàçëîæèòü ëþáîå ïðîèçâåäåíèå n-ìåðíîé ôóíê-

öèè íà òî æå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îáîñíîâàííûì ìåòî-
äîì.

4. Öåííîñòü ñòåïåííîãî ìåòîäà - ïðîñòîòà, ÿñíîñòü
è ëåãêîñòü ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû - ïðåäñòàâëÿåò åãî
íåñîìíåííîå äîñòîèíñòâî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâ-
íûì êðèòåðèåì äîñòîâåðíîñòè.

5. Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÷àñòåé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà íà
îñíîâå ñòåïåííîãî ìåòîäà ñêëàäûâàåòñÿ èç õîðîøî èçâå-
ñòíûõ ïîëîæåíèé è ïðàâèë ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

6. Ñòåïåííîé ìåòîä ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå ïî ðàçëîæåíèþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

7. Òîëüêî ïðàêòèêà â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëèò ïðè-
ãîäíîñòü è íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà.

8. Èäåÿ ñòåïåííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò a
ê a2 è îò b ê b2 êàê ÷ëåíîâ îäíîãî ñåìåéñòâà.

9. Èç çàâèñèìîñòè (2) âûäåëåí îñòàòî÷íûé ÷ëåí
(ixiy) â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîé êîíêðåòíîé âåëè÷è-
íû. Â ýòîì ñëó÷àå ñ íèì ìîæíî ïðîâåñòè àíàëèç ñ ïî-
ìîùüþ îáû÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ñ ïîñëåäóþùèì óòî÷íåíèåì
îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

10. Êàæäàÿ âîçíèêàþùàÿ â íàóêå íîâàÿ îòðàñëü
âëå÷åò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íîâîãî òèïà, êîòîðûå äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ïî-
òðåáóþò ñîçäàíèÿ íîâîé âåòâè ìàòåìàòèêè. Îòáðàñû-
âàíèå æå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà âåäåò ê óïðîùåíèþ çàäà-
÷è, ÷òî ñïîñîáíî èñêàçèòü åå ñìûñë.

11. Âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà) íà îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå äàëåêî âû-
õîäèò çà ðàìêè èíäåêñíîãî ìåòîäà è ñâÿçàíî ñ àëãåá-
ðàèçàöèé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ðå÷ü èäåò î
òî÷íî-îäíîçíà÷íîì îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ áåç îñòàòêà è áåç ïðè-
âëå÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ è èñïîëüçîâàíèÿ ìå-
òîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

12. Ñîáëþäåíèå êðèòåðèÿ, íà îñíîâå âûïîëíåíèÿ íå-
îáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îòâå÷àþùåãî ñî-
âðåìåííûì òðåáîâàíèÿì ñòðîãîñòè è òî÷íîñòè, äàåò
ïðàâî íà èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
åò àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ïîëó÷èòü êîðíè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òî÷íî è áåç êîíñòðóèðîâàíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

13. Ãåîìåòðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà (ñì. ðèñóíîê - ïëîùàäü ïðîèçâåäåíèÿ ab) äàåò âîç-
ìîæíîñòü ëîãè÷åñêè è íàãëÿäíî îáîñíîâàòü ïîëó÷å-
íèå ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïðè óìíîæåíèè äâóõ
îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

10 Âëèÿíèå êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ôàêòîðîâ íà ïðèðîñò âàëîâîé ïðîäóêöèè ïðîìûøëåííîñòè ÑÑÑÐ çà 1961-1985 ãã. ñîñòàâè-
ëî ñîîòâåòñòâåííî îêîëî 20 è 80%. Ñì.: Îðëîâ À.Â. Îöåíêà ýôôåêòà îò ïðèìåíåííûõ ðåñóðñîâ // Âåñòíèê ñòàòèñòèêè. 1989. ¹ 12. Ñ. 54.
Â ïåðèîä ñ 2005 ïî 2008 ã. ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïðîìûøëåííîñòè ÐÔ ñîñòàâèëè îêîëî 75 è 25% ñîîòâåòñòâåííî. (Ñì.: Ðîññèéñêèé
ñòàòèñòè÷åñêèé åæåãîäíèê, 2009. Ñ. 138-139, 308-309, 326.)




